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ОПТИМАЛЬНАЯ АБСОЛЮТНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ НЕИЗВЕСТНЫХ
СИСТЕМ ЛУРЬЕ НА ОСНОВЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ

И АПРИОРНЫХ ДАННЫХ1

Для систем Лурье, состоящих из неизвестной линейной подсистемы и
неизвестных нелинейных функций, лежащих в заданных секторах, раз-
работан метод построения оптимального абсолютно стабилизирующего
управления на основе экспериментальных и априорных данных. В осно-
ве метода лежит минимаксный подход, при котором максимизация ин-
тегрального квадратичного функционала осуществляется на пересечении
двух матричных эллипсоидальных множеств, выделяемых по экспери-
ментальным и априорным данным. Результаты математического модели-
рования нелинейного осциллятора показывают преимущество получаемо-
го закона управления над классическим робастным управлением, синте-
зируемым на основе априорной информации.

Ключевые слова: системы Лурье, неопределенность, робастное управле-
ние, экспериментальные данные, линейные матричные неравенства.

DOI: 10.31857/S0005231025020014, EDN: IRHEBG

1. Введение

В данной статье для построения законов управления нелинейными систе-
мами Лурье [1], состоящими из неизвестных линейных подсистем и неизвест-
ных нелинейных функций, принадлежащих заданным секторам, применяют-
ся методы построения законов управления неизвестными линейными динами-
ческими объектами, разработанные в [2–4]. Отсутствие математической моде-
ли управляемого объекта здесь восполняется данными измерений траектории
системы на конечном интервале времени и некоторой априорной информаци-
ей. При этом не решается задача идентификации объекта, а достижение цели
управления происходит даже в условиях неидентифицируемости. В основу
этих методов положен минимаксный подход к построению робастного управ-
ления, при котором находится гарантируемое значение целевого функциона-
ла для любого объекта из некоторого множества неопределенности. В отличие

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 24-11-20023).
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от классического робастного управления (см., например, обзор [5]), в кото-
ром это множество выбирается только по априорной информации, здесь мно-
жество неопределенности выделяется как на основе данных, полученных в
эксперименте, так и на основе априорной информации. Это позволяет полу-
чить закон управления, обеспечивающий, как будет видно из дальнейшего,
значительно меньшее гарантированное значение целевого функционала.

Использованию экспериментальной информации для непосредственного
построения законов управления в последнее время уделяется большое внима-
ние (см., например, [6–8] и библиографию, приведенную в [2–4]). В основном
эти работы касаются построения законов управления линейными система-
ми. К настоящему времени авторам известна только статья [9], посвящен-
ная синтезу управления на основе экспериментальных данных для систем с
нелинейной вектор-функцией, удовлетворяющей квадратичному неравенству.
В [9] предполагается, что во время эксперимента отсутствуют возмущения и
что управление обеспечивает выполнение так называемого условия неисче-
зающего возбуждения, необходимого для идентифицируемости неизвестных
параметров. Кроме того, размерность переменных в линейных матричных
неравенствах для вычисления параметров регулятора растет с увеличением
числа измерений, что усложняет реализацию закона управления. В отличие
от этого рассматриваемый ниже подход охватывает системы с несколькими
нелинейными секторными функциями, во время эксперимента присутствуют
возмущения, не требуется идентифицируемость системы, размерности пере-
менных определяются только размерностями векторов состояния и управле-
ния и не зависят от числа измерений.

2. Постановка задачи

Рассмотрим неопределенную управляемую нелинейную систему Лурье, со-
стоящую из линейной системы

∂x(t) = Ax(t) +Bu(t) + Fv(t),

z(t) = Cx(t) +Du(t),
(2.1)

замкнутой нелинейной непрерывной вектор-функцией

v(t) = ϕ(y(t), t), y(t) = LTx(t),(2.2)

где ∂ – оператор дифференцирования в непрерывном случае или опера-
тор сдвига на единицу вперед в дискретном случае, x(t)∈Rnx – состоя-
ние, y(t)∈Rny – выход, u(t)∈Rnu – управление, z(t)∈Rnz – целевой выход,
ϕ(y, t)∈Rny – неизвестная нелинейная вектор-функция, ϕ(0, t) ≡ 0. Каждая
компонента ϕi(yi, t) функции (2.2) при всех t > 0 расположена в соответст-
вующем конечном секторе [αi, βi], т.е

αi 6
ϕi(yi, t)

yi
6 βi, i = 1, . . . , ny.(2.3)
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Предполагается, что матрицы системы A, B и F неизвестны и начальное
состояние x(0) = x0 не определено. Постановка задачи далее будет уточне-
на, но в общем плане требуется на основе априорной информации и дан-
ных, полученных из экспериментов, синтезировать линейные обратные связи
по состоянию u(t) = Θx(t), при которых замкнутая система будет абсолютно
устойчивой, т.е. состояние равновесия x = 0 системы (2.1), (2.2) асимптоти-
чески устойчиво для всех функций ϕ(y, t) из указанного класса, и при этом
гарантируется следующая оценка переходного процесса при произвольных
начальных условиях:

sup
x0 6=0

‖z‖2
xT0R

−1x0
< γ2,(2.4)

где R = RT > 0 – весовая матрица, ‖ξ‖2 =
∑∞

t=0 |ξ(t)|2 в дискретном случае
и ‖ξ‖2 =

∫∞

t=0 |ξ(t)|2 dt в непрерывном случае.

3. Экспериментальные и априорные данные

Информация о неизвестных параметрах системы (2.1) извлекается из ко-
нечного набора измерений ее траектории. Допустим, что во время экспери-
мента на систему действует возмущение w(t) так, что уравнения системы
имеют вид

∂x(t) = Ax(t) +Bu(t) + Fv(t) +Bww(t),

z(t) = Cx(t) +Du(t).
(3.1)

Предполагается также, что в эксперименте, предшествующем синтезу управ-
ления, имеется возможность измерять значения нелинейной функции в си-
стеме, принадлежащей заданным секторам. Предположим, что в случае дис-
кретной системы получены измерения состояния x0, x1, . . . , xN и нелинейной
функции ϕ(y0, 0), . . . , ϕ(yN−1, N−1) при выбранных управлениях u0, . . . , uN−1

и некотором неизвестном возмущении w0, . . . , wN−1. Составим матрицы

X = (x0 · · · xN−1) , X+ = (x1 · · · xN ) , U = (u0 · · · uN−1) ,

Φ = (ϕ(y0, 0) · · ·ϕ(yN−1, N − 1) , W = (w0 · · ·wN−1) .

В случае непрерывной системы допустим, что имеются измерения в момен-
ты времени t0, . . . , tN−1 состояния x(t0), . . . , x(tN−1), производных состояния
ẋ(t0), . . . , ẋ(tN−1) и нелинейной функции ϕ(y(t0), t0), . . . , ϕ(y(tN−1), tN−1) при
выбранных управлениях u(t0), . . . , u(tN−1) и некоторых неизвестных возму-
щениях w(t0), . . . , w(tN−1). Составим матрицы

X = (x(t0) · · · x(tN−1)) , X+ = (ẋ(t0) · · · ẋ(tN−1)) , U = (u(t0) · · · u(tN−1)) ,

Φ = (ϕ(y(t0), t0) · · ·ϕ(y(tN−1), tN−1)) , W = (w(t0) · · ·w(tN−1)) .
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Для матриц с экспериментальными данными в непрерывном и дискретном
случаях имеют место соотношения

X+ = ArealX +BrealU + FrealΦ+BwW,(3.2)

в которых Areal, Breal и Freal – реальные неизвестные матрицы уравнений
системы. Обозначим:

∆real = (Areal Breal Freal) , X̂ = col (X,U,Φ)

и запишем уравнения (3.2) в виде линейной матричной регрессии

X+ = ∆realX̂ + Ŵ , Ŵ = BwW.(3.3)

Допустим, что возмущения, включающие в том числе ошибки приближен-
ного вычисления производных, удовлетворяют условию

ŴŴT
6 Ω.(3.4)

В частности, если ошибки при всех t удовлетворяют ограничению ‖w(t)‖∞ 6

6 dw для некоторого заданного dw, которое будем называть уровнем ошибки,
то Ω = d2wnwNBwB

T
w . В случае, когда суммарная “энергия” возмущений во

время эксперимента ограничена
∑N−1

i=0 |w(ti)|2 6 ν2, то Ω = ν2BwB
T
w .

Определим множество ∆p матриц ∆ порядка nx × (nx + nu + ny), кото-
рые могли бы генерировать полученные в эксперименте матрицы Φ, Φ+ и Z

при выбранных управлениях U и некоторых допустимых ошибках Ŵ , удо-
влетворяющих ограничению (3.4). Для этих матриц равенство (3.3) должно

выполняться при некоторой Ŵ , удовлетворяющей (3.4). Следовательно,

∆p =
{
∆ : X+ = ∆X̂ + Ŵ , ŴŴT

6 Ω
}

и ∆∈∆p тогда и только тогда, когда

(X+ −∆X̂)(X+ −∆X̂)T 6 Ω.(3.5)

Очевидно, что ∆real ∈∆p. Для дальнейшего применения представим послед-
нее неравенство в виде

(∆ I)Ψ(1) (∆ I)T 6 0,(3.6)

где симметрическая матрица Ψ(1) порядка 2nx + nu + ny разбивается на бло-

ки Ψ
(1)
ij , i, j = 1, 2 соответствующего порядка и вычисляется следующим об-

разом:

Ψ(1) =




X̂X̂T | ⋆
−−− −−− −−−
−X+X̂

T | X+X+
T − Ω


 .(3.7)
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Таким образом, множество матриц ∆, согласованных с полученными экспе-
риментальными данными, удовлетворяет неравенству (3.6).

Покажем, что множество ∆p является, вообще говоря, неограниченным,
и выясним, при каких условиях оно будет ограниченным. Для этого обозна-
чим через Im(·), Ker(·), span(·) и rank(·) образ, ядро, линейное подпростран-
ство столбцов и столбцовый ранг соответствующей матрицы. Допустим, что
rank X̂ = s 6 min{nx + nu + ny, N} и представим матрицу X̂ в виде сингуляр-
ного разложения [10]

X̂ = (M1M2)

(
Σ 0s×(N−s)

0(nx+nu+ny)×s 0(nx+nu+ny)×(N−s)

)(
GT

1

GT
2

)
=M1ΣG

T
1 ,

M1 ∈R(nx+nu+ny)×s, M2 ∈R(nx+nu+ny)×(nx+nu+ny−s), M = (M1M2) ,

(3.8)

где Σ = diag (λ1, . . . , λs) > 0, λi – собственные числа информационной мат-

рицы X̂X̂T, spanM1 = Im X̂ , spanM2 = Ker X̂T, spanG1 = Im X̂T, spanG2 =
= Ker X̂ ,MTM = I. Выберем ортонормированный базис, состоящий из столб-
цов матрицы M , введем соответствующие переменные

∆̂ = ∆ (M1M2) =
(
∆̂(1) ∆̂(2)

)
, ∆̂(1) ∈Rnx×s, ∆̂(2) ∈Rnx×(nx+nu+ny−s)

и обозначим X̂(1) =MT
1 X̂ = ΣGT

1 . Тогда линейная матричная регрессия (3.3)
в новых переменных запишется как

X+ = ∆̂
(1)
realX̂

(1) + Ŵ ,(3.9)

где (s×N)-матрица X̂(1) имеет полный строчный ранг, а ∆̂
(1)
real – “проекция”

матрицы ∆̂real на подпространство Im X̂ , т.е. строки матрицы ∆̂
(1)
real являются

проекциями строк матрицы ∆̂real на подпространство Im X̂ .

Лемма 3.1. Множество ∆p матриц, согласованных с эксперименталь-

ными данными X̂ = col (X,U,Φ), для которых верно (3.8), представляет
собой неограниченный вырожденный “матричный эллипсоид”, определяемый
как

(∆̂(1) − ∆̂
(1)
LS)Σ

2(∆̂(1) − ∆̂
(1)
LS)

T
6 Γ, ∆̂(2) ∈Rnx×(nx+nu+ny−s),(3.10)

где

Γ = Ω +X+[X̂
(1)TΣ−2X̂(1) − I]X+

T
> 0,(3.11)

∆̂
(1)
LS = X+X̂

(1)TΣ−2 – оценка методом наименьших квадратов матри-

цы ∆̂
(1)
real в (3.9).
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Сл ед с т в и е 3.1. Множество ∆p ограниченно тогда и только тогда, ко-
гда выполнено ранговое условие

rank



X
U
Φ


 = nx + nu + ny.(3.12)

В этом случае множество ∆p состоит из матриц, определяемых неравен-

ством (3.10), в котором ∆̂(1) = ∆̂ и ∆̂
(1)
LS = ∆̂LS.

Доказательство леммы приведено в Приложении. Из этой леммы следует,
что по полученным данным в общем случае можно идентифицировать толь-

ко ∆̂
(1)
real – “проекцию” неизвестной матрицы на подпространство Im X̂ . При

выполнении рангового условия (3.12) матрица ∆real в (3.3) идентифицируе-
ма, а “матричный эллипсоид” и соответственно множество ∆p ограничены.
Отметим, что для выполнения рангового условия (3.12) необходимо, чтобы
количество измерений было не меньше, чем сумма размерностей векторов со-
стояния, выхода и управления, т.е. N > nx+nu+ny. В рассматриваемом здесь
синтезе робастного управления не требуется выполнения рангового условия
и количество экспериментов может быть меньше, чем nx + nu + ny.

Далее, пусть имеется дополнительная информация о том, что неизвестная
матрица ∆real удовлетворяет ограничению

(∆−∆∗)(∆−∆∗)
T
6 ρ2I, ∆∗ = (A∗B∗ F∗) ,(3.13)

в котором ∆∗ содержит соответствующие матрицы номинального объекта, а
ρ – параметр, характеризующий размер области неопределенности. Запишем
это неравенство в виде

(∆ I)Ψ(2) (∆ I)T 6 0,(3.14)

где матрица Ψ(2) состоит из блоков Ψ
(2)
ij , i, j = 1, 2 и имеет вид

Ψ(2) =




I | ⋆
−−− −−− −−−
−∆∗ | ∆∗∆

T
∗ − ρ2I


 .(3.15)

Обозначим: ∆a – множество матриц, которые удовлетворяют неравенству
(3.14), и ∆set = ∆p

⋂
∆a – множество матриц, которые удовлетворяют нера-

венствам (3.6) и (3.14). Очевидно, что ∆real ∈∆set. На рис. 1 для иллюстра-
ции схематично изображен один из возможных вариантов расположения мно-
жеств ∆p, ∆a и их пересечения ∆set.

С учетом введенных обозначений задача оптимальной абсолютной стаби-
лизации неизвестной системы Лурье (2.1) может быть сформулирована так:
не строя математическую модель, синтезировать закон управления u = Θx,
при котором для всех систем, матрицы которых согласованы с априорными

8



Δreal

Δ*
Δ se

t

Δa

ΔLS

ΔP

Рис. 1. Множество ∆set неизвестных параметров ∆, согласованных
с экспериментальными и априорными данными.

и экспериментальными данными и нелинейные функции принадлежат задан-
ным секторам (2.3), замкнутая система будет абсолютно устойчивой и функ-
ционал J(Θ) ограничен заданной константой, т.е.

J(Θ) = sup
∆∈∆set

sup
ϕ(y, t)

sup
x0 6=0

‖z‖2
xT0R

−1x0
< γ2.(3.16)

4. Предварительные преобразования и вспомогательные утверждения

Рассмотрим класс систем Лурье, в которых компоненты вектор-функ-
ции ϕ(y, t) удовлетворяют условию (2.3). Прежде, чем перейти к решению
поставленной задачи, сделаем некоторые преобразования, упрощающие даль-
нейшее изложение. Введем вектор-функцию ϕ̂(y, t) с компонентами

ϕ̂i(yi, t) =
1

βi − αi
[ϕi(yi, t)− αiyi], i = 1, . . . , ny.(4.1)

Тогда уравнения (2.1) и (2.2) примут вид

∂x(t) = (A+ FΛ1L
T)x(t) +Bu(t) + FΛ2v̂(t),

z(t) = Cx(t) +Du(t),
(4.2)

где Λ1 = diag (α1, . . . , αny
), Λ2 = diag (β1 − α1, . . . , βny

− αny
), и

v̂ = ϕ̂(y, t), y = LTx,(4.3)

а функции ϕ̂i(yi, t) удовлетворяют ограничениям (2.3) при αi = 0, βi = 1,
i = 1, . . . , ny, т.е. принадлежат сектору [0, 1].

Покажем, что функция Ляпунова, обеспечивающая абсолютную устойчи-
вость системы Лурье с гарантированной оценкой квадратичного функциона-
ла, может быть найдена при решении соответствующей задачи о наихудшем
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возмущении в линейной системе (см. [11]). А именно, для заданной системы
Лурье

∂x(t) = Ax(t) + Fv(t),
z(t) = Cx(t),

(4.4)

v(t) = ϕ(y(t), t), y(t) = LTx(t),(4.5)

с устойчивой матрицей A и принадлежащими сектору [0, 1] компонентами
вектор-функции ϕ(y, t) имеет место следующее утверждение.

Лемма 4.1. Пусть для функции V (x) = xTY x с 0 < Y = Y T < γ2R−1

по траектории линейной дискретной или непрерывной системы (4.4) для
всех x, v (|x|2 + |v|2 6= 0) выполняется соответствующее неравенство

△V + |z|2 − vTΓ−1(v − LTx) < 0, V̇ + |z|2 − vTΓ−1(v − LTx) < 0,(4.6)

где Γ = diag (γ1, . . . , γny
) > 0. Тогда функция V (x) обеспечивает абсолютную

устойчивость системы Лурье (4.4), (4.5) и при этом ‖z‖2 < γ2xT0R
−1x0.

Зам е ч а ни е 1. Заменяя переменные v̂ = Γ−1/2(v − 1
2L

Tx) и выбирая це-

левой выход ẑ = col (C, 12Γ
−1/2LT)x, получим, что уравнения (4.4) переходят

в уравнения

∂x(t) =

(
A+

1

2
FLT

)
x(t) + FΓ1/2v̂(t),

ẑ(t) =




C
1

2
Γ−1/2LT


x(t),

(4.7)

в которых A + 1
2FLT – гурвицева матрица, а неравенство (4.6) превратится

в V̇ + |ẑ|2 − |v̂|2 < 0. Последнее неравенство с учетом того, что Y < γ2R−1,
эквивалентно условию

sup
x0, v̂

‖ẑ‖2
xT0 γ

2R−1x0 + ‖v̂‖2
< 1,

означающему, что обобщенная H∞-норма с весовой матрицей γ−2R систе-
мы (4.7) от входа v̂ к выходу ẑ меньше 1. Нетрудно видеть, что в случае
одной нелинейности при z ≡ 0 полученное частотное условие ‖H‖∞ < 1 экви-
валентно круговому критерию абсолютной устойчивости [12].

Следующее вспомогательное утверждение позволяет характеризовать
обобщенную H∞-норму линейной устойчивой системы

∂x(t) = Ax(t) + Bv(t),
z(t) = Cx(t)

(4.8)

в терминах двойственной системы.
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Лемма 4.2 [3]. Обобщенная H∞-норма с весовой матрицей R > 0 систе-
мы (4.8) меньше 1 тогда и только тогда, когда существует положительно
определенная квадратичная форма Vd(xd) = xTd Pxd с P > R, для которой по
траектории двойственной системы

∂xd(t) = ATxd(t) + CTvd(t),
zd(t) = BTxd(t)

(4.9)

при всех xd, vd (|xd|2+|vd|2 6= 0) выполняется соответствующее неравенство

△Vd + |zd|2 − |vd|2 < 0, V̇d + |zd|2 − |vd|2 < 0.(4.10)

Зам е ч а ни е 2. Матрицы квадратичных форм V (x) = xTY x и Vd(xd) =
= xTd Pxd прямой и двойственной систем связаны соотношением P = Y −1.

Резюмируя приведенные выше вспомогательные утверждения и замеча-
ния, приходим к следующему результату.

Те ор ем а 4.1. Система Лурье (2.1)–(2.3) с заданными матрицами A, B
и F , замкнутая обратной связью u = Θx, абсолютно устойчива и функцио-
нал (2.4) ограничен заданной константой γ2, если обобщенная H∞-норма с
весовой матрицей γ−2R от входа v к выходу z линейной системы

∂x(t) = (A+BΘ+ FΛLT)x(t) + FΛ2Γ
1/2v(t),

z(t) =

(
C +DΘ
1

2
Γ−1/2LT

)
x(t),

(4.11)

где Λ = Λ1 +
1
2Λ2, меньше 1.

Сл ед с т в и е 4.1. С учетом леммы 4.2 можно утверждать, что за-
мкнутая система Лурье (2.1)–(2.3) будет абсолютно устойчивой и выпол-
няется ограничение (2.4), если существует функция V (xd) = xTd Pxd с P =
= PT > γ−2R, для которой по траектории линейной системы

∂xd(t) = (A+BΘ+ FΛLT)Txd(t) +

(
C +DΘ
1

2
Γ−1/2LT

)T

vd(t),

zd(t) = Γ1/2Λ2F
Txd(t)

(4.12)

выполняется неравенство (4.10).

Сл ед с т в и е 4.2. Записывая неравенство (4.10) для системы (4.12) в ви-
де линейного матричного неравенства, получим, что система (2.1)–(2.3)
с заданными матрицами A, B и F будет абсолютно устойчивой и вы-
полняется ограничение (2.4) при законе управления u = Θx, где Θ = QP−1,
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а P = PT > 0, Q, Γ = diag (γ1, . . . , γny
) > 0 и γ2 > 0 удовлетворяют следую-

щим линейным матричным неравенствам в дискретном случае:




−P ⋆ ⋆ ⋆

AP +BQ+ FΛLTP −P + FΛ2ΓΛ2F
T ⋆ ⋆

CP +DQ 0 −I ⋆

1

2
LTP 0 0 −Γ



< 0,

(
P ⋆
I γ2R−1

)
> 0

(4.13)

и в непрерывном случае:




AP +PAT+BQ+QTBT+FΛLTP +PLΛFT+FΛ2ΓΛ2F
T ⋆ ⋆

CP +DQ −I ⋆

1

2
LTP 0 −Γ


<0,

(
P ⋆
I γ2R−1

)
> 0.

(4.14)

5. Синтез оптимальных абсолютно стабилизирующих
законов управления

Представим уравнения замкнутой неизвестной системы (2.1)–(2.3) в виде

∂x(t) = (A+BΘ+ FΛ1L
T)x(t) + FΛ2v̂(t),

z(t) = (C +DΘ)x(t),
(5.1)

v̂ = ϕ̂(y, t), y = LTx,(5.2)

где компоненты вектор-функции ϕ̂(y, t) определяются, как в (4.1), и принад-
лежат сектору [0, 1]. В следующей теореме параметры линейных обратных
связей, которые обеспечивают абсолютную устойчивость неизвестной нели-
нейной системы Лурье и гарантированное значение функционала, выража-
ются в терминах экспериментальных и априорных данных.

Те ор ем а 5.1. Система Лурье (2.1)–(2.3) с обратной связью u = Θx
абсолютно устойчива и функционал (3.16) ограничен J(Θ) < γ2, если
Θ = QP−1, где P = PT > 0, Q, Γ = diag (γ1, . . . , γny

) > 0, γ2 > 0, µ1 > 0 и
µ2 > 0 удовлетворяют следующим линейным матричным неравенствам в
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дискретном случае:



−P ⋆ ⋆ ⋆




P

Q

ΛLTP


 Λ̂2ΓΛ̂

T
2 −

2∑

k=1

µkΨ
(k)
11 ⋆ ⋆

0 −
2∑

k=1

µkΨ
(k)
21 −P −

2∑

k=1

µkΨ
(k)
22 ⋆



C D 0

0 0
1

2
I







P

Q

LTP


 0 0 −

(
I ⋆

0 Γ

)




< 0,

(
P ⋆
I γ2R−1

)
> 0

(5.3)

и в непрерывном случае:



Λ̂2ΓΛ̂
T
2 −

2∑

k=1

µkΨ
(k)
11 ⋆ ⋆




P
Q

ΛLTP



T

−
2∑

k=1

µkΨ
(k)
21 −

2∑

k=1

µkΨ
(k)
22 ⋆

0

(
C D 0

0 0
1

2
I

)


P
Q
LTP


 −

(
I ⋆
0 Γ

)




< 0,

(
P ⋆
I γ2R−1

)
> 0,

(5.4)

в которых Λ̂2 = col (0, 0,Λ2), а Ψ
(k)
ij – соответствующие блоки матриц Ψ(1)

и Ψ(2), заданные в (3.7) и (3.15).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5.1. Согласно теореме 4.1 система (5.1),
(5.2) будет абсолютно устойчивой и J(Θ) < γ2, если обобщенная H∞-норма с
весовой матрицей γ−2R от входа v к выходу z линейной системы (4.11) мень-
ше 1. В свою очередь, это условие выполняется по лемме 4.2 тогда и только
тогда, когда обобщенная H∞-норма двойственной системы (4.12) меньше 1.
Учитывая введенные обозначения, представим уравнения (4.12) в виде

∂xd(t) =




I
Θ

ΛLT




T 
∆Txd(t) +



CT 0
DT 0

0 1
2Λ

−1Γ−1/2


 vd(t)


 ,

zd(t) = Γ1/2Λ̂T
2 ∆

Txd(t).

(5.5)
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Рассмотрим систему, которую назовем расширенной, с дополнительными
искусственными входом w∆(t)∈L2 и выходом z∆(t), определяемую уравне-
ниями

∂xa(t) =




I
Θ

ΛLT




T 
w∆(t) +



CT 0
DT 0

0 1
2Λ

−1Γ−1/2


 va(t)


 ,

za(t) = Γ1/2Λ̂T
2 w∆(t), z∆(t) = xa(t).

(5.6)

Заметим, что при w∆(t) = ∆Tz∆(t) уравнения (5.6) совпадают с уравнения-
ми (5.5). Допустим, что дополнительные входной и выходной сигналы в си-
стеме (5.6) при всех t > 0 удовлетворяют двум неравенствам

(
w∆(t)
z∆(t)

)T

Ψ(1)

(
w∆(t)
z∆(t)

)
6 0,

(
w∆(t)
z∆(t)

)T

Ψ(2)

(
w∆(t)
z∆(t)

)
6 0,(5.7)

где матрицы Ψ(1) и Ψ(2) заданы в (3.7) и (3.15). Множество всех таких сигна-
лов w∆(t) обозначим через W∆. При w∆(t) = ∆Tz∆(t) для всех ∆∈∆, как
следует из (3.6) и (3.14), выполняются неравенства

(
w∆(t)
z∆(t)

)T

Ψ(1)

(
w∆(t)
z∆(t)

)
= zT∆(t)

(
∆T

I

)T

Ψ(1)

(
∆T

I

)
z∆(t) 6 0,

(
w∆(t)
z∆(t)

)T

Ψ(2)

(
w∆(t)
z∆(t)

)
= zT∆(t)

(
∆T

I

)T

Ψ(2)

(
∆T

I

)
z∆(t) 6 0.

Таким образом, w∆(t) = ∆Tz∆(t)∈W∆ и, следовательно, система (5.5) при
∆∈∆ “погружена” в расширенную систему (5.6), (5.7).

Приведем далее доказательство только для непрерывного случая, так
как в дискретном случае оно аналогично. Выясним условия, при кото-
рых существует положительно определенная квадратичная функция V (xa) =
= xTa Pxa с P > γ−2R, для которой в силу уравнений расширенной системы
(5.6) при всех w∆(t), удовлетворяющих неравенствам (5.7), при всех xa, va
(|xa|2 + |va|2 6= 0) выполняется неравенство

V̇ + |za|2 − |va|2 < 0.(5.8)

Достаточным условием для этого в силу S-процедуры является существова-
ние функции V (xa) = xTa Pxa с P > γ−2R, для которой в силу уравнений (5.6)
при всех xa, va, w∆, одновременно не обращающихся в ноль, и некоторых
µ1 > 0, µ2 > 0 выполняется неравенство

V̇ + |za|2 − |va|2 −
2∑

k=1

µk

(
w∆

z∆

)T

Ψ(k)

(
w∆

z∆

)
< 0.(5.9)
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Это неравенство сводится к неравенству для квадратичной формы относи-
тельно переменных w∆, xa, va с матрицей



Λ̂2ΓΛ̂
T
2 −

2∑

k=1

µkΨ
(k)
11 ⋆ ⋆




P
Q

ΛLTP



T

−
2∑

k=1

µkΨ
(k)
21 −

2∑

k=1

µkΨ
(k)
22 ⋆

0

(
I 0

0 Γ−1/2

)
·
(
C D 0

0 0
1

2
Λ−1

)
·




P
Q

ΛLTP


 − I




.

Умножая эту матрицу слева и справа на матрицу diag

(
I, I,

(
I 0

0 Γ1/2

))
,

получим матрицу в левой части (5.4). Так как система (5.5) при ∆∈∆ “погру-
жена” в расширенную систему (5.6), (5.7), то для системы (5.5) при всех ∆∈∆
выполняется неравенство V̇ + |zd|2 − |vd|2 < 0 и ее обобщенная H∞-норма
с весовой матрицей γ−2R меньше 1. Теорема доказана.

Зам е ч а ни е 3. Согласно неущербности S-процедуры при двух квадра-
тичных ограничениях (теорема 4.1 [13]), если при некоторых µ1 и µ2 выполня-
ется неравенство µ1Ψ

(1) + µ2Ψ
(2) > 0 (что проверяется непосредственным ре-

шением этого линейного матричного неравенства относительно µ1 и µ2 после
того, как сформирована конкретная матрица Ψ(1)), то выполнение неравен-
ства (5.9) является не только достаточным, но и необходимым условием су-
ществования указанной функции Va(xa) = xTa Pxa для расширенной системы.

Зам е ч а ни е 4. При построении закона управления только по экспери-
ментальным данным или только по априорной информации в силу неущерб-
ности S-процедуры с одним ограничением условия теоремы 5.1 являются не
только достаточными, но также и необходимыми для выполнения неравен-
ства (5.8) по траектории расширенной системы (5.6), (5.7).

Назовем гарантированными и обозначим через γ∗, γa и γp минимальные
верхние границы функционала J(Θ), которые согласно теореме 5.1 могут
быть достигнуты при законах управления, синтезированных по эксперимен-
тальным и априорным данным, только по априорным и только по экспери-
ментальным данным соответственно. Так как минимальные значения γ, для
которых неравенства (5.4) разрешимы при µk > 0, k = 1, 2, не превышают
минимальные значения γ при µ1 ≡ 0, µ2 > 0 и минимальные значения γ при
µ1 > 0, µ2 ≡ 0, то из теоремы 5.1 непосредственно следует неравенство

γ∗ 6 min{γa, γp},
которое объясняет преимущество законов управления, построенных по апри-
орным и экспериментальным данным, над законами управления, построенны-
ми только по априорным или только по экспериментальным данным. А имен-
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но, с одной стороны, когда априорная информация достаточно грубая, т.е.
радиус ρ матричной сферы в (3.13) достаточно велик и соответственно γa
принимает большое значение, то γ∗ может оказаться малой, если помехи в
измерениях не очень большие, т.е. небольшим является матричный эллип-
соид ∆p. С другой стороны, если помехи в измерениях оказываются до-
статочно большими и соответственно большой является γp или, более того,
если информационная матрица является вырожденной, а матричный эллип-
соид ∆p оказывается неограниченным, то γ∗ может тем не менее стать малой
за счет малости радиуса матричной сферы при использовании априорной ин-
формации. Эти выводы будут подтверждены результатами математического
моделирования в разделе 6.

6. Иллюстративный пример: нелинейный осциллятор

Приведем результаты построения абсолютно стабилизирующего закона
управления для дискретной модели

x(t+ 1) =

(
1 h
0 1− δh

)
x(t) +

(
0
h

)
u(t) +

(
0
−hω2

)
ϕ(y(t)) +

(
0
h

)
w(t),

y(t) = (1 0)x(t), z =

(
1 0
0 0

)
x+

(
0
0, 1

)
u

нелинейной системы

ψ̈ + δψ̇ + ω2ϕ(ψ) = u+ w,

где x = col (ψ, ψ̇) и нелинейность ϕ(ψ) удовлетворяет условию (2.3) при α =
= −2/3π, β = 1. При реализации рассматриваемого синтеза управления для
непрерывной системы требуется вычислять производные, что влечет появле-
ние дополнительного возмущения, границы которого трудно оценить зара-
нее. В этом смысле дискретный вариант является более предпочтительным.
В эксперименте предполагалось, что реальный объект – это нелинейный ос-
циллятор, для которого ϕ(ψ) = sinψ, коэффициент демпфирования δ = 0,1 и
частота ω2 = 1, а для номинального объекта δ∗ = 0, ω2

∗ = 0,8. Были выбраны
шаг h = 0,2, весовая матрица R = 0,1I и радиус априорной неопределенно-
сти ρ = 0,05. Для каждого значения уровня возмущения d проводилось де-
сять измерений, т.е. N = 10. В эксперименте начальные условия и управление
случайны в интервале [−1, 1], возмущение w(t) случайно в интервале [−d, d].
Неравенства (5.3) решались с использованием пакета CVX, в котором для
решения строгих неравенств следует “слегка отступить от нуля”.

На рисунках показаны результаты, полученные усреднением по 20 незави-
симым экспериментам. Из рис. 2 можно сделать следующие выводы. С увели-
чением уровня возмущения гарантированное значение функционала γ∗, полу-
чаемое на основе экспериментальных и априорных данных, возрастает, оста-
ваясь при этом значительно меньше (при относительно малых уровнях возму-
щения) гарантированного значения функционала γa, полученного только по
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Рис. 2. Гарантированные значения функционала при робастном управлении
на основе экспериментальных и априорных данных и значения функционала
при этом управлении для реального объекта как функции уровня возмущения.

априорной информации. Это объясняется тем, что с ростом уровня возмуще-
ния расширяется множество объектов ∆p, согласованных с эксперименталь-
ными данными. Начиная с некоторого уровня возмущения (в данном случае
примерно с d = 0,5) множество ∆p включает в себя множество объектов ∆a,
выделяемых на основе априорной информации, и, следовательно, при даль-
нейшем росте уровня возмущения рост γ∗ прекращается и γ∗ = γa. Пунктир-
ная кривая на рис. 2 соответствует значениям функционала для реального
объекта (если бы он был известен) при полученном робастном управлении
на основе экспериментальных и априорных данных при различных уровнях
возмущения. Как следует из экспериментов, это значение слабо зависит от
уровня возмущения и достаточно близко к оптимальному значению для из-
вестного объекта, т.е. γ2 ≈ 0,39.

Оптимальное управление и соответствующее значение функционала для
реального объекта (если бы он был известен), вычисленные с помощью ре-
шения линейных матричных неравенств (4.13), следующие:

u = −6,58x1 − 4,59x2, γ2 = 0,36.

Робастное управление и соответствующее значение функционала, вычислен-
ные на основе только априорной информации с помощью линейных матрич-
ных неравенств (5.3) при µ1 = 0, следующие:

u = −6,45x1 − 5,38x2, γ2a = 1,12.

Робастное управление и соответствующее значение функционала, вычислен-
ные по априорным и экспериментальным данным в одном из эксперимен-
тов при уровне возмущения d = 0,1 с помощью линейных матричных нера-
венств (5.3) при µ1 > 0 и µ2 > 0, следующие:

u = −9,35x1 − 6,61x2, γ2∗ = 0,52.
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Рис. 3. Гарантированные значения функционала при робастном управлении
на основе экспериментальных и априорных данных при различных радиусах
матричных сфер в априорной информации как функции уровня возмущения.

Заметим, как показал эксперимент, если робастное управление строится
только на основе экспериментальных данных без учета априорной информа-
ции, т.е. вычисляется с помощью линейных матричных неравенств (5.3) при
µ2 = 0, то уже при сравнительно малых уровнях возмущения наблюдают-
ся очень большие гарантированные значения функционала. Это объясняется
тем, что даже при малых случайных возмущениях эллипсоид ∆p может ока-
заться достаточно большим или даже вырожденным, т.е. неограниченным.
Таким образом, учет априорной информации оказывает регуляризирующее
влияние на синтез робастного управления по экспериментальным данным,
причем даже в том случае, когда единого робастного регулятора на всем
множестве объектов ∆a, выделяемых по априорной информации, не суще-
ствует.

На рис. 3 видно, как увеличение радиуса матричной сферы в априорной
информации влияет на гарантированное значение функционала при робаст-
ном управлении, построенном на основе априорных и экспериментальных
данных.

7. Заключение

В статье разработан метод синтеза абсолютно стабилизирующего управ-
ления для неизвестных систем Лурье, которое обеспечивает гарантированное
значение интегрального квадратичного функционала, характеризующего пе-
реходной процесс в замкнутой системе при неопределенных начальных усло-
виях. К экспериментальным данным не предъявляются требования неисче-
зающего возбуждения в системе, необходимые для идентифицируемости си-
стемы. Полученные линейные матричные неравенства для вычисления пара-
метров обратной связи позволяют, в частности, находить законы управления
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на основе только априорных, только экспериментальных и совместно тех и
других данных. Результаты экспериментов с нелинейным осциллятором под-
тверждают преимущество законов управления, синтезируемых с использо-
ванием экспериментальных и априорных данных, над законами управления,
получаемыми на основе только экспериментальных или только априорных
данных.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3.1. Запишем неравенство (3.5) в виде

∆X̂X̂T∆T −X+X̂
T∆T −∆X̂X+

T +X+X+
T − Ω 6 0

и с учетом замены переменных представим его как

∆̂(1)Σ2∆̂(1)T −X+X̂
(1)T∆̂(1)T − ∆̂(1)X̂(1)X+

T +X+X+
T − Ω 6 0.

Выделяя полный квадрат, получим

[∆̂(1) −X+X̂
(1)TΣ−2]Σ2[∆̂(1) −X+X̂

(1)TΣ−2]T 6 Γ,

где Γ задана в (3.11). Подставляя сюда выражение для X+ из (3.9) и учиты-

вая, что X̂(1)X̂(1)T = Σ2, получим Γ = Ω +W (X̂(1)TΣ−2X̂(1) − I)WT. С уче-

том (3.4) отсюда следует, что Γ > 0. Вычисляя градиент по ∆̂(1) от матричной

нормы невязки, т.е. функции tr (X+ − ∆̂(1)X̂(1))T(X+ − ∆̂(1)X̂(1)), и прирав-

нивая его к нулю −2X+X̂
(1)T + 2∆̂(1)X̂(1)X̂(1)T = 0, выразим оценку ∆

(1)
LS ме-

тодом наименьших квадратов неизвестной матрицы ∆
(1)
real в (3.9) как ∆̂

(1)
LS =

= X+X̂
(1)TΣ−2.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4.1. Полагая в (4.6) v = ϕ(y, t) и учитывая,
что ϕi(yi, t)[ϕi(yi, t)−yi] 6 0, получим, что по траектории системы (4.4), (4.5)
выполняется соответствующее неравенство △V + |z|2 < 0 или V̇ + |z|2 < 0 и,
следовательно, limt→∞ x(t) = 0. Суммируя или интегрируя и учитывая, что
Y < γ2R−1, получим ‖z‖2 < γ2xT0R

−1x0.
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К ВЫЧИСЛЕНИЮ РАЗМЕРА ГРАНИЦЫ
ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ ПО ШУРУ

Рассматривается подмножество области устойчивости по Шуру, а имен-
но область параметров, при которых корни полинома степени n по модулю
не превышают единицы и являются вещественными числами. Проведена
оценка площади гиперповерхности рассмотренной многомерной области
в зависимости от количества измерений n. Максимальное значение пло-
щади достигается при n = 3.

Ключевые слова: многомерные интегралы, область устойчивости по Шу-
ру, авторегрессия, стационарные авторегрессионные процессы, погранич-
ные процессы.

DOI: 10.31857/S0005231025020024, EDN: IRBDBH

1. Введение

Ряд современных исследований посвящен изучению области устойчивости
по Шуру полиномов степени n в пространстве параметров, а также изучению
ее границы [1]. При этом вопрос определения размера границы этой области,
т.е. площади ее гиперповерхности, остается открытым.

Будем рассматривать полиномы вида

xn − α1x
n−1 − . . .− αn−1x− αn = 0,(1)

где параметры αi ∈ R, i = 1, . . . , n.

Каждому полиному соответствует точка (α1, . . . , αn) в n-мерном евклидо-
вом пространстве параметров Rn.

Область устойчивости по Шуру – это область параметров в Rn, при кото-
рых все корни полиномов находятся внутри единичного круга на комплексной
плоскости. Указанную область обозначим через Dn, как в [2]. В указанной ра-
боте представлена формула для расчета объема V (Dn) области Dn.

Область параметров внутри Dn, т.е. подмножество в Dn, при которых все
корни полиномов являются вещественными, обозначим через En, как в [3].
В этой работе с использованием многомерных интегралов Селберга найдена
формула для расчета объема V (En) области En.
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Размеры областей устойчивости полиномов [2, 3]

n V (Dn) V (En) V (Dn\En)
V (En)
V (Dn)

V (Dn\En)
V (Dn)

«1» «2» «3» «4» «5» «6»

1 2 2 0 1 0

2 4 1,333 2,667 0,3333 0,6667

3 5,333 0,355 4,978 0,0667 0,9333

4 7,111 0,041 7,070 0,0057 0,9943

5 7, 585 0, 002 7, 583 0, 0003 0, 9997

Величины V (Dn) и V (En) достигают максимума при n = 6 и n = 1 и явля-
ются бесконечно малыми величинами при n→∞.1

Граница ∂Dn области Dn состоит из двух гиперплоскостей и одной гипер-
поверхности [1, 4]. Гиперплоскости соответствуют корням −1 и 1.

Граница ∂En области En состоит из двух гиперплоскостей, которые соот-
ветствуют гиперплоскостям поверхности области Dn, и одной гиперповерх-
ности, которая находится внутри области Dn.

В данной работе представлены результаты вычисления размеров S(∂En)
границ ∂En области En.

2. Вычисление S(∂E2)

Рассмотрим полином степени 2:

x2 − α1x− α2 = 0.(2)

Областью D2 является множество параметров:{
−2 < α1 < 2,

−1 < α2 < 1− |α1|.
Областью E2 является множество параметров:{

−2 < α1 < 2,

−α2
1/4 < α2 < 1− |α1|.

С эконометрической точки зрения на рисунке изображены области стацио-
нарности, параметры из которых соответствуют стационарным авторегресси-
онным процессам 2-го порядка, а внешняя граница соответствует погранич-
ным процессам.

Граница ∂E2 состоит из участка параболы Surf2 и двух отрезков Pl
(1)
2

и Pl
(−1)
2 , которые соответствуют корням 1 и −1. То есть полином (2) с па-

1 Несмотря на то, что сравнение несоизмеримых по размерности величин, таких как
длина, площадь, объем и пр., может вызывать неопределенность, тем не менее в ряде
случаев это может вызывать интерес. См., например, исследование данного вопроса для
сферы и шара:
https://mathworld.wolfram.com/Hypersphere.html
https://mathworld.wolfram.com/Ball.html
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Области D2 и E2. Источник: [5].

раметрами из участка Pl
(1)
2 будет иметь корень, равный 1, а полином (2) с

параметрами из участка Pl
(−1)
2 будет иметь корень, равный −1.

Длину границы S(∂E2) можно вычислить как сумму длин указанных
участков:

S(∂E2) = S(Pl
(1)
2 ) + S(Pl

(−1)
2 ) + S(Surf2)≈ 2

√
2 + 2

√
2 + 4,591≈ 10,248.

3. Вычисление S(∂E3)

Рассмотрим полином степени 3:

x3 − α1x
2 − α2x− α3 = 0.(3)

В [6] показано, что областью D3 является множество параметров:




−1 < α3 < 1,

−3 < α1 < 3,

α2 < 1− |α1 + α3|,
α2 > −1 + α2

3 − α1α3.

Областью E3 является множество параметров:




−1 < α3 < 1,

−3 < α1 < 3,

α2 < 1− |α1 + α3|,
α2
1α

2
2 + 4α3

2 − 4α3
1α3 − 27α2

3 − 18α1α2α3 > 0.
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Граница ∂E3 состоит из поверхности Surf3 и участков плоскостей Pl
(1)
3

и Pl
(−1)
3 , которые соответствуют корням 1 и −1. То есть полином (3) с па-

раметрами из участка Pl
(1)
3 будет иметь корень, равный 1, а полином (3) с

параметрами из участка Pl
(−1)
3 будет иметь корень, равный −1. Используя

формулы Виета, указанные поверхности можно представить в параметриче-
ском виде.

Параметрический вид Pl
(1)
3 :





α1 = 1 + x2 + x3,

α2 = −x2 − x3 − x2x3,
α3 = x2x3,

где корни полинома (3) x1 = 1, x2 ∈ [−1, 1], x3 ∈ [−1, x2].
Параметрический вид Pl

(−1)
3 :





α1 = −1 + x2 + x3,

α2 = x2 + x3 − x2x3,
α3 = −x2x3,

где корни полинома (3) x1 = −1, x2 ∈ [−1, 1], x3 ∈ [−1, x2].
Параметрический вид Surf3:





α1 = 2t+ x3,

α2 = −t2 − 2tx3,

α3 = t2x3,

(4)

где корни полинома (3) x1 = x2 = t, t ∈ [−1, 1], x3 ∈ [−1, 1].
Площадь границы S(∂E3) можно вычислить как сумму площадей указан-

ных поверхностей:

S(∂E3) = S(Pl
(1)
3 ) + S(Pl

(−1)
3 ) + S(Surf3)≈

≈
√
3× 4

3
+
√
3× 4

3
+ 6,759≈ 11,378.

(5)

4. Вычисление S(∂En)

Рассмотрим полином степени n вида (1).

Граница ∂En области En состоит из гиперповерхности Surfn и участков

гиперплоскостей Pl
(1)
n и Pl

(−1)
n , которые соответствуют корням 1 и −1, т.е.

полином (1) с параметрами из участка Pl
(1)
n будет иметь корень, равный 1,

а полином (1) с параметрами из участка Pl
(−1)
n будет иметь корень, рав-

ный −1.
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Утверждения о размерах участков гиперплоскостей Pl
(1)
n и Pl

(−1)
n и гипер-

поверхности Surfn сформулируем в виде теорем.

Те ор ем а 1. Площади участков гиперплоскостей Pl
(1)
n и Pl

(−1)
n , n > 2,

можно представить в виде

S(Pl(1)n ) = S(Pl(−1)
n ) =

√
n× 2

n(n−1)
2

n−1∏

k=1

{(k − 1)!}2
(2k − 1)!

.(6)

Те ор ем а 2. Площадь гиперповерхности Surfn, n > 3, можно предста-
вить в виде

S(Surfn) = 2

∫
· · ·
∫

x1∈(−1,1)
−16x26...6xn−161

√
1− x2n1√
1− x21

∏

16i<j6n−1

|xi − xj| dx1 . . . dxn−1.(7)

В частности, при n = 3

S(Surf3) = 2

∫∫

−1<x1<1
−16x261

√
1− x61√
1− x21

|x1 − x2| dx1dx2 ≈ 6,759.

Размер S(∂En) границы ∂En можно вычислить, как сумму

S(∂En) = S(Pl(1)n ) + S(Pl(−1)
n ) + S(Surfn).(8)

Основной результат статьи представлен в следующей теореме.

Те ор ем а 3. Размер S(∂En) границы ∂En является бесконечно малой ве-
личиной при n→∞. Максимальное значение достигается при n = 3.

5. Заключение

В работе представлены результаты расчетов размеров S(∂En) границы ∂En
области En в n-мерном пространстве параметров полиномов, являющейся
подмножеством области устойчивости по Шуру Dn.

Представляется целесообразным дальнейшее изучение вопроса определе-
ния размера границы ∂Dn области Dn. Как уже было отмечено, граница ∂Dn

области Dn состоит из двух гиперплоскостей, соответствующих корням −1
и 1, и одной гиперповерхности, которая обозначена как Sn. Вычисление пло-
щади S(Sn) для произвольного n представляется более сложной задачей, по
сравнению с результатом (7) теоремы 2.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Стандартными вычислениями можно
проверить, что (6) выполняется для n = 2, 3. На основании (6) получаем

S(Pl
(1)
2 ) = 2

√
2,

S(Pl
(1)
3 ) =

√
3
4

3
,

что соответствует значениям, вычисленным в разделах 2 и 3.

Докажем (6) для произвольного n.

Участок гиперплоскости Pl
(1)
n может быть параметризован так:





α1 = 1 + ζ1

α2 = −(ζ1 + ζ2)

α3 = ζ2 + ζ3

. . .

αk = (−1)k−1(ζk−1 + ζk)

. . .

αn−2 = (−1)n−3(ζn−3 + ζn−2)

αn−1 = (−1)n−2(ζn−2 + ζn−1)

αn = (−1)n−1ζn−1,

(Π.1)

где ζi, i = 1, . . . , n − 1 – это элементарный симметрический многочлен степе-
ни i от (n− 1) переменных x2, . . . , xn, −1 6 x2 6 . . . 6 xn 6 1.

Параметризация (Π.1) получена на основании формул Виета после при-
равнивания корня x1 = 1. Упорядочивание параметров x2, . . . , xn связано с
тем, что параметризация (Π.1) симметрична относительно перестановок ука-
занных параметров.

По определению

S(Pl(1)n ) =

∫
· · ·
∫

−16x26...6xn61

‖Hn‖dx2 . . . dxn,(Π.2)

где Hn – определитель:

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j1
∂α1

∂x2

∂α1

∂x3
· · · ∂α1

∂xn

j2
∂α2

∂x2

∂α2

∂x3
· · · ∂α2

∂xn
...

...
...

. . .
...

jn
∂αn

∂x2

∂αn

∂x3
· · · ∂αn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,(Π.3)

где {j1, . . . , jn} – ортонормированный базис в пространстве Rn.
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Заметим, что для ζi в (Π.1) выполняется равенство

∂ζi
∂xr

= ζ
(r)
i−1,

где ζ
(r)
j – это элементарный симметрический многочлен степени j от n− 2

переменных x2, . . . , xr−1, xr+1, . . . , xn.

Без ограничения общности пусть n = 2k + 1. Тогда на основании (Π.3)
и (Π.1) получаем, что

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j1 1 1 · · · 1

j2 −1− ζ(2)1 −1− ζ(3)1 · · · −1− ζ(n)1

j3 ζ
(2)
1 + ζ

(2)
2 ζ

(3)
1 + ζ

(3)
2 · · · ζ

(n)
1 + ζ

(n)
2

...
...

...
. . .

...

jn−1 −ζ(2)n−3 − ζ
(2)
n−2 −ζ

(3)
n−3 − ζ

(3)
n−2 · · · −ζ

(n)
n−3 − ζ

(n)
n−2

jn ζ
(2)
n−2 ζ

(3)
n−2 · · · ζ

(n)
n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.(Π.4)

Рассмотрим H
(n)
n – алгебраическое дополнение элемента jn в Hn:

H(n)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

−1− ζ(2)1 −1− ζ(3)1 · · · −1− ζ(n)1

ζ
(2)
1 + ζ

(2)
2 ζ

(3)
1 + ζ

(3)
2 · · · ζ

(n)
1 + ζ

(n)
2

...
...

. . .
...

−ζ(2)n−3 − ζ
(2)
n−2 −ζ

(3)
n−3 − ζ

(3)
n−2 · · · −ζ

(n)
n−3 − ζ

(n)
n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Стандартными преобразованиями строк H
(n)
n можно привести к виду

H(n)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

−ζ(2)1 −ζ(3)1 · · · −ζ(n)1

ζ
(2)
2 ζ

(3)
2 · · · ζ

(n)
2

...
...

. . .
...

−ζ(2)n−2 −ζ
(3)
n−2 · · · −ζ

(n)
n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Так как рассматривается участок гиперплоскости Pl
(1)
n и

∑n
i=1 αi = 1

в (Π.1), то
∑n

i=1
∂αi

∂xj
= 0 для всех j = 2, . . . , n.

Из этого следует, что алгебраические дополнения элементов первого столб-
ца в Hn по модулю равны между собой, и для определения модуля их вели-

чины достаточно рассмотреть одно из них, например H
(n)
n .
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Тогда на основании (Π.2) и [3] получаем

S(Pl(1)n ) =
√
n

∫
· · ·
∫

−16x26...6xn61

|H(n)
n |dx2 . . . dxn =

√
n V (En−1),(Π.5)

где V (En−1) – объем области En−1.

Для завершения доказательства утверждения теоремы для Pl
(1)
n остается

учесть результат из [3], что

V (En) = 2
n(n+1)

2

n∏

k=1

{(k − 1)!}2
(2k − 1)!

.

Утверждение теоремы для Pl
(−1)
n доказывается аналогично.

Теорема 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Доказательство проведем по индукции.

Пусть n = 3. Поверхность Surf3 параметризована в (4). Найдем ее пло-
щадь S(Surf3).

S(Surf3) =

∫∫

−16t61
−16x361

√(
D(α1, α2)

D(t, x3)

)2

+

(
D(α1, α3)

D(t, x3)

)2

+

(
D(α2, α3)

D(t, x3)

)2

dt dx3,

где

D(α1, α2)

D(t, x3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂α1

∂t

∂α1

∂x3
∂α2

∂t

∂α2

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≃ 2(t− x3),

D(α1, α3)

D(t, x3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂α1

∂t

∂α1

∂x3
∂α3

∂t

∂α3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≃ 2t(t− x3),

D(α2, α3)

D(t, x3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂α2

∂t

∂α2

∂x3
∂α3

∂t

∂α3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≃ 2t2(t− x3).

Знак “≃” используется в смысле равенства по модулю. Это допустимо,
поскольку соответствующие величины в дальнейшем возводятся в квадраты.
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Таким образом,

S(Surf3) =

∫∫

−16t61
−16x361

‖A3‖ dt dx3,(Π.6)

где

‖A3‖ = 2
√

1 + t2 + t4 |t− x3|.(Π.7)

Базой индукции является (Π.6) для S(Surf3).

Теперь для произвольного n рассмотрим поверхность Surfn, которая па-
раметризована так:





α1 = 2t+ σ1

α2 = −(t2 + 2tσ1 + σ2)

α3 = t2σ1 + 2tσ2 + σ3

. . .

αk = (−1)k−1(t2σk−2 + 2tσk−1 + σk)

. . .

αn−2 = (−1)n−3(t2σn−4 + 2tσn−3 + σn−2)

αn−1 = (−1)n−2(t2σn−3 + 2tσn−2)

αn = (−1)n−1t2σn−2,

(Π.8)

где σi, i = 1, . . . , n− 2, – это элементарный симметрический многочлен сте-
пени i от (n− 2) переменных x3, . . . , xn, t ∈ [−1, 1], −1 6 x3 6 . . . 6 xn 6 1.

Параметризация (Π.8) получена на основании формул Виета после прирав-
нивания корней x1 = x2 = t. Упорядочивание параметров x3, . . . , xn связано с
тем, что параметризация (Π.8) симметрична относительно перестановок ука-
занных параметров.

Предположим, что утверждение теоремы верно для площади S(Surfn).
То есть предположим, что

S(Surfn) =

∫
· · ·
∫

t∈[−1,1]
−16x36...6xn61

‖An‖dt dx3 . . . dxn,(Π.9)

где

‖An‖ = 2
√

1 + t2 + . . .+ t2(n−1)

( ∏

36i6n

|t− xi|
)
 ∏

36i<j6n

|xi − xj |


 .(Π.10)

Отдельно можно отметить, что формулировки (Π.9) и (7) эквивалентны,
но в рамках доказательства теоремы формулировка (Π.9) более удобна.
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Теперь на основании (Π.10) докажем утверждение теоремы для площади
S(Surfn+1).

Введем обозначение y = xn+1. Тогда поверхность Surfn+1 параметризует-
ся так:





α1 = 2t+ σ1 + y

α2 = −(t2 + 2t(σ1 + y) + σ2 + yσ1)

α3 = t2(σ1 + y) + 2t(σ2 + yσ1) + σ3 + yσ2

α4 = −(t2(σ2 + yσ1) + 2t(σ3 + yσ2) + σ4 + yσ3)

. . .

αk = (−1)k−1(t2(σk−2 + yσk−3) + 2t(σk−1 + yσk−2) + σk + yσk−1)

. . .

αn−1 = (−1)n−2(t2(σn−3 + yσn−4) + 2t(σn−2 + yσn−3) + yσn−2)

αn = (−1)n−1(t2(σn−2 + yσn−3) + 2tyσn−2)

αn+1 = (−1)nt2yσn−2,

(Π.11)

где σi, i = 1, . . . , n− 2, определены в (Π.8), t ∈ [−1, 1], −1 6 x3 6 . . . 6 xn 6

6 y 6 1.

Параметризация (Π.11) получена на основании формул Виета после при-
равнивания корней x1 = x2 = t. Упорядочивание параметров x3, . . . , xn, y свя-
зано с тем, что параметризация (Π.11) симметрична относительно переста-
новок указанных параметров.

По определению

S(Surfn+1) =

∫
· · ·
∫

t∈[−1,1]
−16x36...6xn6y61

‖An+1‖dt dx3 . . . dxn dy,(Π.12)

где An+1 – определитель:

An+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j1
∂α1

∂t

∂α1

∂x3
· · · ∂α1

∂xn

∂α1

∂y

j2
∂α2

∂t

∂α2

∂x3
· · · ∂α2

∂xn

∂α2

∂y
...

...
...

. . .
...

...

jn
∂αn

∂t

∂αn

∂x3
· · · ∂αn

∂xn

∂αn

∂y

jn+1
∂αn+1

∂t

∂αn+1

∂x3
· · · ∂αn+1

∂xn

∂αn+1

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,(Π.13)

{j1, . . . , jn+1} – ортонормированный базис в пространстве Rn+1.

Рассмотрим An+1 как вектор-функцию от y:

An+1 = G(y) =

n+1∑

j=1

jj × gj(y) = (g1(y), . . . , gn+1(y)).(Π.14)
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С учетом (Π.11) можно увидеть, что gj(y), j = 1 . . . n+ 1, являются поли-
номами от y степени не выше n− 1.

Покажем, что G(y) = 0 при y = t и при y = xi, i = 3, . . . , n.

Из (Π.11) можно увидеть, что для k = 1, . . . , n+ 1

αk = (−1)k−1
(
t2(σk−2 + yσk−3) + 2t(σk−1 + yσk−2) + σk + yσk−1

)
,

где σi определены выше для i = 1, . . . , n− 2, σ0 = 1, σm = 0 при m < 0 и при
m > n− 2.

Тогда

∂αk

∂y
=(−1)k−1(t2σk−3 + 2tσk−2 + σk−1),

∂αk

∂t
=(−1)k−12(t(σk−2 + yσk−3) + σk−1 + yσk−2),

∂αk

∂xr
=(−1)k−1

(
t2
(
∂σk−2

∂xr
+y

∂σk−3

∂xr

)
+2t

(
∂σk−1

∂xr
+y

∂σk−2

∂xr

)
+
∂σk
∂xr

+y
∂σk−1

∂xr

)
,

где r = n− 3, . . . , n.

Для ∂σi

∂xr
выполняется равенство

∂σi
∂xr

= σ
(r)
i−1,

где σ
(r)
j – это элементарный симметрический многочлен степени j от n− 3

переменных x3, . . . , xr−1, xr+1, . . . , xn.

Тогда

∂αk

∂xr
=(−1)k−1

(
t2
(
σ
(r)
k−3+yσ

(r)
k−4

)
+2t

(
σ
(r)
k−2+yσ

(r)
k−3

)
+σ

(r)
k−1+yσ

(r)
k−2

)
.(Π.15)

Для σi и σ
(r)
i выполняется равенство

σi = σ
(r)
i + xrσ

(r)
i−1.(Π.16)

Тогда на основании (Π.15) и (Π.16) можно увидеть, что ∀k = 1, . . . , n+ 1
выполняется равенство

∂αk

∂xr

∣∣∣∣
y=xr

= (−1)k−1(t2σk−3 + 2tσk−2 + σk−1) =
∂αk

∂y
.

Это означает, что при y = xr столбец r равен столбцу n+ 1 в определи-
теле An+1 (Π.13), r = 3, . . . , n.

Кроме того,

∂αk

∂t

∣∣∣∣
y=t

= (−1)k−1(t2σk−3 + 2tσk−2 + σk−1) =
∂αk

∂y
.
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Это означает, что при y = t столбец 2 равен столбцу n+ 1 в определителе
An+1 (Π.13).

Таким образом,

G(y) = K (t− y)
∏

36i6n

(xi − y),(Π.17)

где K – вектор в Rn+1.

Тогда

An+1|y=0 = G(0) = Ktx3 · · · xn,(Π.18)

где An+1|y=0 – определитель An+1 в (Π.13) при y = 0.

Определитель An+1|y=0 можно разложить по последней строке, учиты-
вая, что ненулевыми останутся только первый и последний элементы строки.
Тогда

An+1|y=0 = jn+1Bn +An
∂αn+1

∂y

∣∣∣∣
y=0

и

‖An+1|y=0‖ =
√

(Bn)2 + ‖An‖2(t2x3 · · · xn)2,(Π.19)

где ‖An‖ опредена в (Π.10), Bn – алгебраическое дополнение элемента jn+1 в
определителе An+1|y=0.

С учетом (Π.11)

Bn ≃(Π.20)

≃

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 · · · 1 1

2t+2σ1 2t+σ
(3)
1 · · · 2t+σ

(n)
1 2t+σ1

2tσ1 +2σ2 t2+2tσ
(3)
1 +σ

(3)
2 · · · t2+2tσ

(n)
1 +σ

(n)
2 t2 +2tσ1 +σ2

2tσ2 +2σ3 t2σ
(3)
1 +2tσ

(3)
2 +σ

(3)
3 · · · t2σ

(n)
1 +2tσ

(n)
2 +σ

(n)
3 t2σ1 +2tσ2 +σ3

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

2tσn−4 +2σn−3 t2σ
(3)
n−5+2tσ

(3)
n−4 +σ

(3)
n−3 · · · t2σ

(n)
n−5 +2tσ

(n)
n−4+σ

(n)
n−3 t2σn−5+2tσn−4+σn−3

2tσn−3 +2σn−2 t2σ
(3)
n−4 +2tσ

(3)
n−3 · · · t2σ

(n)
n−4 +2tσ

(n)
n−3 t2σn−4+2tσn−3+σn−2

2tσn−2 t2σ
(3)
n−3 · · · t2σ

(n)
n−3 t2σn−3 +2tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Лемма 1.

Bn ≃ 2tx3 · · · xn
( ∏

36i6n

|t− xi|
)
 ∏

36i<j6n

|xi − xj|


 .(Π.21)

Доказательство леммы 1 приведено в конце доказательства теоремы.
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Используя (Π.19), (Π.10) и (Π.21) в лемме 1, получим

‖An+1|y=0‖ =

=2|tx3 · · · xn|
( ∏

36i6n

|t− xi|
)
 ∏

36i<j6n

|xi − xj|



√

1+ t2(1+ t2+ . . .+ t2(n−1))

и на основании (Π.18) находим

‖K‖ =
‖An+1|y=0‖
|tx3 · · · xn|

.(Π.22)

Возвращая обозначение xn+1 = y, на основании (Π.17) и (Π.22) получаем

‖G(xn+1)‖=2

( ∏

36i6n+1

|t−xi|
)
 ∏

36i<j6n+1

|xi−xj |



√

1+ t2+ . . .+ t2n.(Π.23)

И на основании (Π.12), (Π.14) и (Π.23) получаем требуемое индукционное
выражение

S(Surfn+1) =(Π.24)

= 2

∫
· · ·
∫

t∈[−1,1]
−16x36...6xn6xn+161

√
1 + t2 + . . .+ t2n

( ∏

36i6n+1

|t− xi|
)
×

×


 ∏

36i<j6n+1

|xi − xj |


 dt dx3 . . . dxn dxn+1.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Стандартными вычислениями можно
проверить, что утверждение леммы выполняется для n = 3, 4.

B3 ≃

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
2t+ 2x3 2t 2t+ x3
2tx3 t2 t2 + 2tx3

∣∣∣∣∣∣
≃ 2tx3(t− x3),

B4 ≃

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
2t+ 2(x3 + x4) 2t+ x4 2t+ x3 2t+ x3 + x4

2t(x3 + x4) + 2x3x4 t2 + 2tx4 t2 + 2tx3 t2 + 2t(x3 + x4) + x3x4
2tx3x4 t2x4 t2x3 t2(x3 + x4) + 2tx3x4

∣∣∣∣∣∣∣∣
≃

≃ 2tx3x4(t− x3)(t− x4)(x3 − x4).

Докажем утверждение леммы для произвольного n.

Отдельно можно отметить, что в сжатом виде идея доказательства пред-
ставлена в «II. Solution by R.J. Walker» [7], где доказывается похожее утвер-
ждение.
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Первый шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в (Π.20) в строках
2, . . . , n в столбцах 2, . . . , n − 1. Получаем

Bn ≃ 2∗

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 · · · 1 1

t + σ1 2t + σ1 − x3 · · · 2t + σ1 − xn 2t + σ1

tσ1 + σ2 t
2+2t(σ1−x3)+σ2−x3σ

(3)
1 · · · t

2+2t(σ1−xn)+σ2−xnσ
(n)
1 t

2 + 2tσ1 + σ2

tσ2 + σ3
t
2(σ1−x3)+2t(σ2−x3σ

(3)
1 )+

+σ3 − x3σ
(3)
2

· · ·

t
2(σ1−xn)+2t(σ2−xnσ

(n)
1 )+

+σ3 − xnσ
(n)
2

t
2
σ1 + 2tσ2 + σ3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

tσn−3 + σn−2

t
2(σn−4 − x3σ

(3)
n−5)+

+2t(σn−3 − x3σ
(3)
n−4)

· · ·

t
2(σn−4 − xnσ

(n)
n−5)+

+2t(σn−3 − xnσ
(n)
n−4)

t
2
σn−4 + 2tσn−3 + σn−2

tσn−2 t
2(σn−3 − x3σ

(3)
n−4) · · · t

2(σn−3 − xnσ
(n)
n−4) t

2
σn−3 + 2tσn−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Из строк j = 2, . . . , n−1 вычитаем первую строку, умноженную на послед-
ний элемент j-й строки bj,n. Из строки n вычитаем первую строку, умножен-
ную на t2σn−3. Умножаем строки j = 2, . . . , n на −1. Получаем

Bn ≃ 2∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
t x3 · · · xn 0

t2 + tσ1 2tx3 + x3σ
(3)
1 · · · 2txn + xnσ

(n)
1 0

t2σ1 + tσ2 t2x3 + 2tx3σ
(3)
1 + x3σ

(3)
2 · · · t2xn + 2txnσ

(n)
1 + xnσ

(n)
2 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

t2σn−5+tσn−4 t2x3σ
(3)
n−6+2tx3σ

(3)
n−5+x3σ

(3)
n−4 · · · t2xnσ

(n)
n−6+2txnσ

(n)
n−5+xnσ

(n)
n−4 0

t2σn−4+tσn−3 t2x3σ
(3)
n−5 + 2tx3σ

(3)
n−4 + σn−2 · · · t2xnσ

(n)
n−5 + 2txnσ

(n)
n−4 + σn−2 0

t2σn−3 − tσn−2 t2x3σ
(3)
n−4 · · · t2xnσ

(n)
n−4 −2tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

В строке n− 1 в столбцах j = 2, . . . , n− 1 делаем замену обозначения

σn−2 = xj+1σ
(j+1)
n−3 . Получаем

Bn ≃ 2∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
t x3 · · · xn 0

t2 + tσ1 2tx3 + x3σ
(3)
1 · · · 2txn + xnσ

(n)
1 0

t2σ1 + tσ2 t2x3 + 2tx3σ
(3)
1 + x3σ

(3)
2 · · · t2xn + 2txnσ

(n)
1 + xnσ

(n)
2 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

t2σn−5+ tσn−4 t2x3σ
(3)
n−6+2tx3σ

(3)
n−5+x3σ

(3)
n−4 · · · t2xnσ

(n)
n−6+2txnσ

(n)
n−5+xnσ

(n)
n−4 0

t2σn−4+ tσn−3 t2x3σ
(3)
n−5+2tx3σ

(3)
n−4+x3σ

(3)
n−3 · · · t2xnσ

(n)
n−5+2txnσ

(n)
n−4+xnσ

(n)
n−3 0

t2σn−3 − tσn−2 t2x3σ
(3)
n−4 · · · t2xnσ

(n)
n−4 −2tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2tx3 · · · xn∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 1

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ
(3)
1 · · · 2t+ σ

(n)
1 0

tσ1 + σ2 t2 + 2tσ
(3)
1 + σ

(3)
2 · · · t2 + 2tσ

(n)
1 + σ

(n)
2 0

...
...

. . .
...

...

tσn−5 + σn−4 t2σ
(3)
n−6 + 2tσ

(3)
n−5 + σ

(3)
n−4 · · · t2σ

(n)
n−6 + 2tσ

(n)
n−5 + σ

(n)
n−4 0

tσn−4 + σn−3 t2σ
(3)
n−5 + 2tσ

(3)
n−4 + σ

(3)
n−3 · · · t2σ

(n)
n−5 + 2tσ

(n)
n−4 + σ

(n)
n−3 0

tσn−3 − σn−2 t2σ
(3)
n−4 · · · t2σ

(n)
n−4 (−1)12tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Второй шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в строках 3, . . . , n в
столбцах 2, . . . , n− 1. Получаем

Bn ≃ 2tx3 · · · xn∗

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
−1

x
−1
3 · · · x

−1
n 1

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ1 − x3 · · · 2t+ σ1 − xn 0

tσ1 + σ2 t
2 + 2t(σ1 − x3) + σ2 − x3σ

(3)
1 · · · t

2 + 2t(σ1 − xn) + σ2 − xnσ
(n)
1 0

...
...

. . .
...

...

tσn−5 + σn−4

t
2(σn−6 − x3σ

(3)
n−7)+

+2t(σn−5 − x3σ
(3)
n−6)+

+σn−4 − x3σ
(3)
n−5

· · ·

t
2(σn−6 − xnσ

(n)
n−7)+

+2t(σn−5 − xnσ
(n)
n−6)+

+σn−4 − xnσ
(n)
n−5

0

tσn−4 + σn−3

t
2(σn−5 − x3σ

(3)
n−6)+

+2t(σn−4 − x3σ
(3)
n−5)+

+σn−3 − x3σ
(3)
n−4

· · ·

t
2(σn−5 − xnσ

(n)
n−6)+

+2t(σn−4 − xnσ
(n)
n−5)+

+σn−3 − xnσ
(n)
n−4

0

tσn−3 − σn−2 t
2(σn−4 − x3σ

(3)
n−5) · · · t

2(σn−4 − xnσ
(n)
n−5) −2tσn−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Из строки 3 вычитаем строку 2, умноженную на 2t+ σ1. Из строки 4 вычи-
таем строку 2, умноженную на t2 + 2tσ1 + σ2. Из строк j = 5, . . . , n− 1 вычи-
таем строку 2, умноженную на t2σj−4 + 2tσj−3 + σj−2. Из строки n вычитаем
строку 2, умноженную на t2σn−4−σn−2. Умножаем строки j = 3, . . . , n на −1.
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Получаем

Bn ≃ 2tx3 · · · xn∗

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
−1

x
−1
3 · · · x

−1
n 1

1 1 · · · 1 0
t x3 · · · xn 0

t
2 + tσ1 2tx3 + x3σ

(3)
1 · · · 2txn + xnσ

(n)
1 0

...
...

. . .
...

...

t
2
σn−6+ tσn−5 t

2
x3σ

(3)
n−7+2tx3σ

(3)
n−6+x3σ

(3)
n−5 · · · t

2
xnσ

(n)
n−7+2txnσ

(n)
n−6+xnσ

(n)
n−5 0

t
2
σn−5+ tσn−4 t

2
x3σ

(3)
n−6+2tx3σ

(3)
n−5+x3σ

(3)
n−4 · · · t

2
xnσ

(n)
n−6+2txnσ

(n)
n−5+xnσ

(n)
n−4 0

t
2
σn−4− tσn−3 t

2
x3σ

(3)
n−5 − σn−2 · · · t

2
xnσ

(n)
n−5 − σn−2 2tσn−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

В строке n в столбцах j = 2, . . . , n− 1 делаем замену обозначения σn−2 =

= xj+1σ
(j+1)
n−3 . Получаем

Bn ≃ 2tx3 · · · xn∗

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
−1

x
−1
3 · · · x

−1
n 1

1 1 · · · 1 0
t x3 · · · xn 0

t
2 + tσ1 2tx3 + x3σ

(3)
1 · · · 2txn + xnσ

(n)
1 0

...
...

. . .
...

...

t
2
σn−6+ tσn−5 t

2
x3σ

(3)
n−7+2tx3σ

(3)
n−6+x3σ

(3)
n−5 · · · t

2
xnσ

(n)
n−7+2txnσ

(n)
n−6+xnσ

(n)
n−5 0

t
2
σn−5+ tσn−4 t

2
x3σ

(3)
n−6+2tx3σ

(3)
n−5+x3σ

(3)
n−4 · · · t

2
xnσ

(n)
n−6+2txnσ

(n)
n−5+xnσ

(n)
n−4 0

t
2
σn−4− tσn−3 t

2
x3σ

(3)
n−5 − x3σ

(3)
n−3 · · · t

2
xnσ

(n)
n−5 − xnσ

(n)
n−3 2tσn−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2t2x23 · · · x2n∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 1

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ
(3)
1 · · · 2t+ σ

(n)
1 0

...
...

. . .
...

...

tσn−6+σn−5 t2σ
(3)
n−7+2tσ

(3)
n−6+σ

(3)
n−5 · · · t2σ

(n)
n−7+2tσ

(n)
n−6+σ

(n)
n−5 0

tσn−5+σn−4 t2σ
(3)
n−6+2tσ

(3)
n−5+σ

(3)
n−4 · · · t2σ

(n)
n−6+2tσ

(n)
n−5+σ

(n)
n−4 0

tσn−4−σn−3 t2σ
(3)
n−5 − σ

(3)
n−3 · · · t2σ

(n)
n−5 − σ

(n)
n−3 (−1)22tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Третий шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в строках 4, . . . , n в
столбцах 2, . . . , n− 1. Получаем

Bn ≃ 2t2x23 · · · x2n∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 1

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ1 − x3 · · · 2t+ σ1 − xn 0

...
...

. . .
...

...

tσn−6 + σn−5

t2(σn−7 − x3σ(3)
n−8) +

+2t(σn−6 − x3σ(3)
n−7)+

+ σn−5 − x3σ(3)
n−6

· · ·
t2(σn−7 − xnσ(n)

n−8)+

+2t(σn−6 − xnσ(n)
n−7)+

+ σn−5 − xnσ(n)
n−6

0

tσn−5 + σn−4

t2(σn−6 − x3σ(3)
n−7)+

+2t(σn−5 − x3σ(3)
n−6)+

+ σn−4 − x3σ(3)
n−5

· · ·
t2(σn−6 − xnσ(n)

n−7)+

+2t(σn−5 − xnσ(n)
n−6)+

+ σn−4 − xnσ(n)
n−5

0

tσn−4 − σn−3

t2(σn−5 − x3σ(3)
n−6)−

− (σn−3 − x3σ(3)
n−4)

· · · t2(σn−5 − xnσ(n)
n−6)−

− (σn−3 − xnσ(n)
n−4)

2tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Из строки 4 вычитаем строку 3, умноженную на 2t+ σ1. Из строки 5 вычи-
таем строку 3, умноженную на t2 + 2tσ1 + σ2. Из строк j = 6, . . . , n− 1 вычи-
таем строку 3, умноженную на t2σj−5 + 2tσj−4 + σj−3. Из строки n вычитаем
строку 3, умноженную на t2σn−5−σn−3. Умножаем строки j = 4, . . . , n на −1.
Получаем

Bn ≃ 2t2x23 · · · x2n∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 1

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t x3 · · · xn 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

t2σn−7+ tσn−6 t2x3σ
(3)
n−8+2tx3σ

(3)
n−7+x3σ

(3)
n−6 · · · t2xnσ

(n)
n−8+2txnσ

(n)
n−7+xnσ

(n)
n−6 0

t2σn−6+ tσn−5 t2x3σ
(3)
n−7+2tx3σ

(3)
n−6+x3σ

(3)
n−5 · · · t2xnσ

(n)
n−7+2txnσ

(n)
n−6+xnσ

(n)
n−5 0

t2σn−5− tσn−4 t2x3σ
(3)
n−6 − x3σ

(3)
n−4 · · · t2xnσ

(n)
n−6 − xnσ

(n)
n−4 −2tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2t3x33 · · · x3n∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 1

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

...
...

. . .
...

...

tσn−7 + σn−6 t2σ
(3)
n−8 + 2tσ

(3)
n−7 + σ

(3)
n−6 · · · t2σ

(n)
n−8 + 2tσ

(n)
n−7 + σ

(n)
n−6 0

tσn−6 + σn−5 t2σ
(3)
n−7 + 2tσ

(3)
n−6 + σ

(3)
n−5 · · · t2σ

(n)
n−7 + 2tσ

(n)
n−6 + σ

(n)
n−5 0

tσn−5 − σn−4 t2σ
(3)
n−6 − σ

(3)
n−4 · · · t2σ

(n)
n−6 − σ

(n)
n−4 (−1)32tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

На этом закончен третий шаг.

Далее по аналогии с шагом 3 выполняем шаги 4, . . . , n − 5.

После шага n− 5

Bn ≃ 2tn−5xn−5
3 · · · xn−5

n ∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+5 x−n+5
3 · · · x−n+5

n 1

t−n+6 x−n+6
3 · · · x−n+6

n 0

...
...

. . .
...

...

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ
(3)
1 · · · 2t+ σ

(n)
1 0

tσ1 + σ2 t2 + 2tσ
(3)
1 + σ

(3)
2 · · · t2 + 2tσ

(n)
1 + σ

(n)
2 0

tσ2 + σ3 t2σ
(3)
1 + 2tσ

(3)
2 + σ

(3)
3 · · · t2σ

(n)
1 + 2tσ

(n)
2 + σ

(n)
3 0

tσ3 − σ4 t2σ
(3)
2 − σ

(3)
4 · · · t2σ

(n)
2 − σ(n)

4 (−1)n−52tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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(n− 4)-й шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в строках (n−3), . . . , n
в столбцах 2, . . . , n− 1. Получаем

Bn ≃ 2tn−5xn−5
3 · · · xn−5

n ∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+5 x−n+5
3 · · · x−n+5

n 1

t−n+6 x−n+6
3 · · · x−n+6

n 0

...
...

. . .
...

...

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ1 − x3 · · · 2t+ σ1 − xn 0

tσ1+σ2
t2+ 2t(σ1 − x3)+
+ σ2 − x3σ(3)

1

· · · t2+ 2t(σ1 − xn) + σ2 − xnσ(n)
1 0

tσ2+σ3

t2(σ1 − x3)+
+ 2t(σ2− x3σ(3)

1 )+

+ σ3 − x3σ3
2

· · ·
t2(σ1 − xn)+

+2t(σ2− xnσ(n)
1 )+

+ σ3 − xnσ(n)
2

0

tσ3−σ4
t2(σ2 − x3σ(3)

1 )−
− (σ4 − x3σ(3)

3 )
· · · t2(σ2 − xnσ(n)

1 )−
− (σ4 − xnσ(n)

3 )
(−1)n−52tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Из строки n− 3 вычитаем строку n− 4, умноженную на 2t+σ1. Из строки
n− 2 вычитаем строку n− 4, умноженную на t2 + 2tσ1 + σ2. Из строки n− 1
вычитаем строку n− 4, умноженную на t2σ1+2tσ2+σ3. Из строки n вычита-
ем строку n− 4, умноженную на t2σ2 − σ4. Умножаем строки j = n− 3, . . . , n
на −1. Получаем

Bn ≃ 2tn−5xn−5
3 · · · xn−5

n ∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+5 x−n+5
3 · · · x−n+5

n 1

t−n+6 x−n+6
3 · · · x−n+6

n 0

...
...

. . .
...

...

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t x3 · · · xn 0

t2 + tσ1 2tx3 + x3σ
(3)
1 · · · 2txn + xnσ

(n)
1 0

t2σ1 + tσ2 t2x3 + 2tx3σ
(3)
1 + x3σ

3
2 · · · t2xn + 2txnσ

(n)
1 + xnσ

(n)
2 0

t2σ2 − tσ3 t2x3σ
(3)
1 − x3σ

(3)
3 · · · t2xnσ

(n)
1 − xnσ(n)

3 (−1)n−42tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2tn−4xn−4
3 · · · xn−4

n ∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+4 x−n+4
3 · · · x−n+4

n 1

t−n+5 x−n+5
3 · · · x−n+5

n 0

...
...

. . .
...

...

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ
(3)
1 · · · 2t+ σ

(n)
1 0

tσ1 + σ2 t2 + 2tσ
(3)
1 + σ

(3)
2 · · · t2 + 2tσ

(n)
1 + σ

(n)
2 0

tσ2 − σ3 t2σ
(3)
1 − σ

(3)
3 · · · t2σ

(n)
1 − σ(n)3 (−1)n−42tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(n− 3)-й шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в строках (n−2), . . . , n
в столбцах 2, . . . , n− 1. Получаем

Bn ≃ 2tn−4xn−4
3 · · · xn−4

n ∗

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
−n+4

x
−n+4
3 · · · x

−n+4
n 1

t
−n+5

x
−n+5
3 · · · x

−n+5
n 0

...
...

. . .
...

...

t
−2

x
−2
3 · · · x

−2
n 0

t
−1

x
−1
3 · · · x

−1
n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ1 − x3 · · · 2t + σ1 − xn 0

tσ1+σ2

t
2+ 2t(σ1 − x3)+

+ σ2 − x3σ
(3)
1

· · ·

t
2+ 2t(σ1 − xn)+

+σ2 − xnσ
(n)
1

0

tσ2−σ3 t
2(σ1 − x3)− (σ3 − x3σ

(3)
2 ) · · · t

2(σ1 − xn)− (σ3 − xnσ
(n)
2 ) (−1)n−42tσn−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Из строки n− 2 вычитаем строку n− 3, умноженную на 2t+ σ1. Из стро-
ки n− 1 вычитаем строку n− 3, умноженную на t2 + 2tσ1 + σ2. Из строки
n вычитаем строку n− 3, умноженную на t2σ1 − σ3. Умножаем строки j =
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= n− 2, n − 1, n на −1. Получаем

Bn ≃ 2tn−4xn−4
3 · · · xn−4

n ∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+4 x−n+4
3 · · · x−n+4

n 1

t−n+5 x−n+5
3 · · · x−n+5

n 0
...

...
. . .

...
...

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0
t x3 · · · xn 0

t2 + tσ1 2tx3 + x3σ
(3)
1 · · · 2txn + xnσ

(n)
1 0

t2σ1 − tσ2 t2x3 − x3σ(3)2 · · · t2xn − xnσ(n)2 (−1)n−32tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2tn−3xn−3
3 · · · xn−3

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+3 x−n+3
3 · · · x−n+3

n 1

t−n+4 x−n+4
3 · · · x−n+4

n 0
...

...
. . .

...
...

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ
(3)
1 · · · 2t+ σ

(n)
1 0

tσ1 − σ2 t2 − σ(3)2 · · · t2 − σ(n)2 (−1)n−32tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(n− 2)-й шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в строках n − 1, n в
столбцах 2, . . . , n− 1. Получаем

Bn ≃ 2tn−3xn−3
3 · · · xn−3

n ∗

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+3 x−n+3
3 · · · x−n+3

n 1

t−n+4 x−n+4
3 · · · x−n+4

n 0
...

...
. . .

...
...

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0
1 1 · · · 1 0

t+ σ1 2t+ σ1 − x3 · · · 2t+ σ1 − xn 0

tσ1 − σ2 t2 − (σ2 − x3σ(3)1 ) · · · t2 − (σ2 − xnσ(n)1 ) (−1)n−32tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Из строки n−1 вычитаем строку n−2, умноженную на 2t+σ1. Из строки n
вычитаем строку n−2, умноженную на t2−σ2. Умножаем строки j = n−1, n
на −1. Получаем

Bn ≃ 2tn−3xn−3
3 · · · xn−3

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+3 x−n+3
3 · · · x−n+3

n 1

t−n+4 x−n+4
3 · · · x−n+4

n 0
...

...
. . .

...
...

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t x3 · · · xn 0

t2 − tσ1 −x3σ(3)1 · · · −xnσ(n)1 (−1)n−22tσn−2
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.

Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2tn−2xn−2
3 · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+2 x−n+2
3 · · · x−n+2

n 1

t−n+3 x−n+3
3 · · · x−n+3

n 0
...

...
. . .

...
...

t−4 x−4
3 · · · x−4

n 0

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t− σ1 −σ(3)1 · · · −σ(n)1 (−1)n−22tσn−2
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.

(n− 1)-й шаг.

На основании (Π.16) делаем тождественные замены в последней строкe в
столбцах 2, . . . , n− 1. Получаем

Bn ≃ 2tn−2xn−2
3 · · · xn−2

n
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t−n+2 x−n+2
3 · · · x−n+2

n 1

t−n+3 x−n+3
3 · · · x−n+3

n 0
...

...
. . .

...
...

t−4 x−4
3 · · · x−4

n 0

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0

1 1 · · · 1 0

t− σ1 x3 − σ1 · · · xn − σ1 (−1)n−22tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Из строки n вычитаем строку n− 1, умноженную на −σ1. Получаем

Bn ≃ 2tn−2xn−2
3 · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+2 x−n+2
3 · · · x−n+2

n 1

t−n+3 x−n+3
3 · · · x−n+3

n 0
...

...
. . .

...
...

t−4 x−4
3 · · · x−4

n 0

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0
1 1 · · · 1 0
t x3 · · · xn (−1)n−22tσn−2
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.

Из первого столбца выносим множитель t, из столбцов j = 2, . . . , n− 1 вы-
носим множители xj+1. Получаем

Bn ≃ 2tn−1xn−1
3 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n+1 x−n+1
3 · · · x−n+1

n 1

t−n+2 x−n+2
3 · · · x−n+2

n 0
...

...
. . .

...
...

t−5 x−5
3 · · · x−5

n 0

t−4 x−4
3 · · · x−4

n 0

t−3 x−3
3 · · · x−3

n 0

t−2 x−2
3 · · · x−2

n 0

t−1 x−1
3 · · · x−1

n 0
1 1 · · · 1 (−1)n−22tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

На этом закончен шаг (n− 1), после которого возвращаем вынесенные
множители в соответствующие столбцы определителя и получаем

Bn ≃ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
t x3 · · · xn 0
t2 x23 · · · x2n 0
...

...
. . .

...
...

tn−2 xn−2
3 · · · xn−2

n 0

tn−1 xn−1
3 · · · xn−1

n (−1)n−22tσn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.(Π.25)

После разложения определителя (Π.25) по последнему столбцу, получаем

Bn ≃ 2
(
(−1)n+1tx3 · · · xnV (t, x3, . . . , xn) +

+ (−1)2n(−1)n−22tx3 · · · xnV (t, x3, . . . , xn)
)
,

(Π.26)

где V (t, x3, . . . , xn) – определитель Вандермонда от переменных t, x3, . . . , xn.

Учитывая разную четность степеней −1 в (Π.26), получаем

Bn ≃ 2tx3 · · · xnV (t, x3, . . . , xn).
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Лемма 1 и теорема 2 доказаны.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. В [2] показано, что

log2 V (Dn) = −
(n
2
+

1

4

)
log2 n+O(n).

Следовательно,

lnV (Dn) = −
(n
2
+

1

4

)
lnn+O(n).

В [3] показано, что

ln

(
V (En)
V (Dn)

)
= − ln 2

2
n2 +

1

8
lnn+O(1)

и

V (En) =
∫
· · ·
∫

−16x16...6xn61


 ∏

16i<j6n

|xi − xj|


 dx1 . . . dxn =

= 2
n(n+1)

2

n∏

k=1

{(k − 1)!}2
(2k − 1)!

.

(Π.27)

Таким образом,

lnV (En) = −
ln 2

2
n2 −

(n
2
+

1

8

)
lnn+O(n).(Π.28)

На основании (Π.5) из доказательства теоремы 1 имеем

S(Pl(1)n ) = S(Pl(−1)
n ) =

√
nV (En−1).

На основании (7) в теореме 2 и (Π.27) можно увидеть, что

S(Surfn) =

= 2

∫
· · ·
∫

x1∈[−1,1]
−16x26...6xn−161

√
1 + x21 + . . .+ x

2(n−1)
1


 ∏

16i<j6n−1

|xi − xj |


dx1 . . . dxn−16

62
√
n

∫
· · ·
∫

x1∈[−1,1]
−16x26...6xn−161


 ∏

16i<j6n−1

|xi − xj |


dx1 . . . dxn−1 = 2

√
n(n− 1)V (En−1).

Таким образом, на основании (8) получаем

S(∂En) 6 2
√
nnV (En−1).(Π.29)
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На основании (Π.28) и (Π.29) получаем

lnS(∂En) 6 −
ln 2

2
n2 − n

2
lnn+O(n).

Так как при значительно больших значениях n величина (− ln 2
2 n

2− n
2 lnn)

доминирует над значением O(n), то lim
n→∞

lnS(∂En) = −∞, откуда следует, что

lim
n→∞

S(∂En) = 0.

На этом закончено доказательство первой части теоремы 3.

Теперь докажем вторую часть теоремы 3 о том, что максимальное значе-
ние S(∂En) достигается при n = 3.

Из (Π.27) следует, что

V (En) = V (En−1) 2
n {(n − 1)!}2

(2n − 1)!
, n > 2,

V (E1) = 2.

Тогда, с учетом (Π.29), получаем, что

S(∂En) 6 F (n), n > 2,(Π.30)

где

F (1) = 2,

F (n) = F (n − 1)× k(n), n > 2,

k(n) = 2n−1 n
√
n

(n− 1)
√
n− 1

{(n− 2)!}2
(2n − 3)!

.

Покажем, что k(n) < 1 при n > 4.

k(n) = 2n−1 n
√
n

(n− 1)
√
n− 1

1× 2 · · · (n− 2)

(n− 1)× n · · · (2n− 3)
=

=
2
√
n

(n − 1)
√
n− 1

× 2× 1

n− 1
× 2× 2

n+ 1
× 2× 3

n+ 2
· · · 2× (n− 2)

2n− 3
.(Π.31)

В (Π.31) всего (n−1) сомножителей, и все из них меньше 1 при n > n0 = 4.

Это означает, что k(n) < 1 и F (n) в (Π.30) является убывающей функцией
при n > 4. Следовательно, при n > 4

S(∂En) 6 F (n) 6 F (4) = 2
√
4× 4× V (E3)≈ 5,689.

С учетом (5) вторая часть теоремы 3 доказана.
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3. Akiyama S., Pethő A. On the distribution of polynomials with bounded roots, I. Poly-
nomials with real coefficients // J. Math. Soc. Japan. 2014. V. 66. No. 3. P. 927–949.

4. Fam A.T., Meditch J.S. A canonical parameter space for linear systems design //
IEEE Transact. Autom. Control. 1978. V. 23. No. 3. P. 454–458.

5. Zellner A. An Introduction to Bayesian Inference in Econometrics. N.Y.: John Wiley
& Sons, 1996.

6. Farebrother R.W. Simplified Samuelson Conditions for Cubic and Quartic Equa-
tions // Manchester School Econom. Soc. Studies. 1973. V. 41. No. 4. P. 396–406.

7. Wedderburn J.H.M., Smiley M.F., Walker R.J. Jacobian, Alternant // Amer. Math.
Monthly. 1942. V. 49. No. 10. P. 694–696. https://www.jstor.org/stable/2302597

Статья представлена к публикации членом редколлегии А.И. Маликовым.

Поступила в редакцию 07.02.2024

После доработки 11.11.2024

Принята к публикации 25.11.2024

46



Автоматика и телемеханика, № 2, 2025

Стохастические системы

c© 2025 г. М.Е. ШАЙКИН, канд. техн. наук (shaykin@ipu.ru)
(Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

ЗАДАЧИ H2/H∞-ТЕОРИИ РЕГУЛЯТОРОВ
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

МУЛЬТИПЛИКАТИВНОГО ТИПА

Рассматриваются задачи теории H2/H∞-управления для динамиче-
ских объектов, заданных линейными стохастическими уравнениями Ито,
коэффициенты сноса и диффузии которых линейно зависят от вектора со-
стояния, сигнала управления и внешнего возмущения. Выход регулируе-
мого объекта задан двумя выходными сигналами, регулируемым z и на-
блюдаемым (в шумах) y. Регулятор оптимизируется по квадратическому
H2-критерию при условии ограниченности ‖Hzυ‖∞ < γ индуцированной
нормы оператора Hzυ передачи внешнего возмущения υ на регулируемый
выход z. К решению задачи условной H2/H∞-оптимизации привлекается
теория дифференциальных игр.

Ключевые слова: H2/H∞-теория управления, диффузионное уравнение
Ито, мультипликативная стохастическая система, индуцированная норма
оператора, регулируемый выходной сигнал, регулятор по наблюдаемому
выходному сигналу.

DOI: 10.31857/S0005231025020039, EDN: IQWNKG

1. Введение

В работе представлены результаты H2/H∞-теории управления нестацио-
нарными объектами, заданными стохастическими уравнениями Ито, коэффи-
циенты сноса и диффузии которых линейно зависят от векторов состояния x,
управления u и внешнего возмущения υ. Это уравнения Ито вида

dx(t) = ϕ(t)dt+Φ(t)dW (t), ϕ = Ax+B1u+B2υ,(1.1)

Φ dW = A0xdw0 +B01udw1 +B02υdw2.

Такое специфическое строение коэффициентов сноса и диффузии дает ос-
нование называть уравнение (1.1) мультипликативным по каждой из трех
переменных. Стохастические процессы wi(t), i = 0, 1, 2 предполагаются ска-
лярными, что на самом деле не является ограничением. Не является огра-
ничением и зависимость сноса ϕ(t) и диффузии Φ(t)dW (t) от одного и того
же возмущения υ(t). Наконец, процессы wi(t) предполагаются статистически
зависимыми, не обязательно с единичной матрицей интенсивности.

Объект имеет два выходных сигнала – регулируемый z и наблюдаемый y:{
z(t) = C1x(t) +D11u(t) +D12υ(t),
y(t) = C2x(t) +D21u(t) +D22υ(t), t ∈ [0, T ].

(1.2)
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В нестационарном случае матричные коэффициенты зависят от парамет-
ра времени t. Рассматриваются случаи конечного (T <∞) и бесконечно-
го (T =∞) интервалов наблюдения [0, T ]. Начальное условие для уравне-
ния (1.1) обозначается x0.

Наличие в теории регуляторов регулируемого и наблюдаемого выходных
сигналов естественно при постановке практических задач. Уже на начальном
этапе теории оптимизации пришлось различать LQR-задачи синтеза линей-
ных квадратических регуляторов по полному выходному сигналу z и LQG-за-
дачи синтеза гауссовских регуляторов по информации, содержащейся в ча-
стично наблюдаемом выходном сигнале y. Хорошо, однако, известно, что в
этом последнем случае при наличии помех не всегда удается обеспечить тре-
буемую робастность регулятора. Свойство робастности – вообще одно из
фундаментальных требований при синтезе регулятора в современной теории
H2/H∞-управления и особенно в теории так называемых неопределенных си-
стем. Заметим, что проблема робастности при наличии помех как внешних,
так и внутренних, свойственных неопределенному объекту, является важ-
нейшей не только в теории синтеза регуляторов, но и в задачах фильтрации.
Однако в этой статье задачи фильтрации не рассматриваются. Не затрагива-
ются также задачи оптимизации управления и фильтрации для дискретных
систем. Здесь же считаем уместным обратить внимание читателя на сход-
ство многих результатов детерминированной теории управления с некоторы-
ми результатами стохастической H2/H∞-теории, особенно в части управле-
ния объектами с регулятором по вектору состояния, в разделе 2. Основная же
тема работы – это стохастическая теория робастного управления системами
вида (1.1)–(1.2).

Синтез регулятора H2/H∞-теории является задачей условной оптимиза-
ции по квадратическому критерию при условии ограниченности заданным
числом γ > 0 операторной нормы ‖Hzυ‖∞ оператора Hzυ, заданного в функ-
циональном пространстве входных возмущений υ(·) объекта и со значениями
в функциональном пространстве регулируемых выходных сигналов z(·). Ре-
гулятор должен обеспечивать устойчивость замкнутой им системы и условие
‖Hzυ‖∞ < γ ограниченности индуцированной нормы. Описание такого клас-
са регуляторов составляет в общей теории H2/H∞-управления подраздел,
обозначаемый как H∞-теория регуляторов.

В теории стационарных систем общепринято рассматривать класс регуля-
торов вида u(t) = K(t, x(·)|t0), t > 0, где функция K измерима по Борелю и
непрерывна по Липшицу от второго аргумента. Если u(t) = Kx(t) и матрица
A+B1K устойчива (так будем называть матрицу, устойчивую по Гурвицу),
то рассматривают передаточную от υ к z функцию

M(s) = (C1 +D1K)(sI − (A+B1K))−1B2,

и в этом случае полагают ‖Hzυ‖∞ = supω∈R σ(M(jω)I), где σ(M(s)) – наи-
большее сингулярное число матрицы M(s). Число ‖Hzυ‖∞, так опреде-
ленное, называют также нормой Харди передаточной функции. Наличием
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ограничения ‖Hzυ‖∞ < γ обусловлена особенность условной, субоптималь-
ной H2/H∞-теории по сравнению с теорией безусловной LQR-оптимизации
по энергетическому, в данном случае, критерию оптимальности.

Введением понятия H∞-управления теория регулирования и управления
обязана Г. Зеймсу, опубликовавшему в 1981 г. работу [1]. Основные резуль-
таты теории H2/H∞-управления, полученные сначала для линейных стацио-
нарных систем, см., например, [2, 3], были в дальнейшем обобщены на неста-
ционарные системы и сформулированы на пространственно-временном языке
(языке пространства состояний), см. [4, 5]. Наиболее плодотворное обобщение
теории H2/H∞-управления было получено в рамках теории дифференциаль-
ных игр [6], после чего стало возможным единообразное изучение нестацио-
нарных детерминированных и стохастических [7] систем, заданных на конеч-
ном интервале времени, и систем с ненулевыми начальными условиями для
вектора состояния. Оказалось возможным изучение бесконечномерных дина-
мических систем управления и даже некоторых типов нелинейных систем.
Подробная литература по названным обобщениям H2/H∞-теории приводит-
ся в монографии [8], введение к разделу 3.2.

Переход от теории стационарных систем к теории систем нестационар-
ных потребовал, естественно, обобщения многих понятий с частотного языка
на язык пространственно-временной. Так, например, обычное определение
устойчивой стационарной системы в ряде случаев оказалось удобным заме-
нить на понятие системы экспоненциально устойчивой, устойчивой в смыс-
ле “вход–выход” или в другом каком-нибудь подходящем смысле. Используя
какое-либо из этих определений, можно обобщить на нестационарный случай
понятия стабилизируемой, наблюдаемой и т.п. нестационарной системы. Так,
например, в нестационарном случае система ẋ = A(t)x+B(t)u называется
стабилизируемой, если существует ограниченная матричная функция K(t)
такая, что система ẋ = (A(t) +B(t)K(t))x экспоненциально устойчива. Еще
пример: если ẋ = A(t)x+B(t)u, y = C(t)x+D(t)υ, то пара (A(t), C(t)) на-
зывается детектируемой, если существует ограниченная матричная функ-
ция L(t) такая, что система ẋ = (A(t)− L(t)C(t))x экспоненциально устой-
чива. Заметим, что необходимостью обобщения было вызвано и появление
в H∞-теории понятия индуцированной H∞-нормы оператора вместо нормы
матричной передаточной функции Hzυ(s), Re s > 0.

Задача H2/H∞-управления в мультипликативном случае решалась в [9]
для класса нединамических каузальных регуляторов по вектору x(·) со-
стояния системы. Иными словами, регулятор отыскивался в виде u(t) =
= K(t, x(·)|t0), t > 0 и, более узко, в виде u(t) = K(t)x(t). Объект управления
в [9] был стохастический с диффузией ΦdW , мультипликативной по векторам
состояния, управления и внешнего возмущения; случай чисто детерминиро-
ванного объекта (с нулевой диффузией) не исключался. Но не был рассмот-
рен случай простой линейной диффузии вида (Φ dW )(t) = B(t)dW (t). В этой
работе объект остается общим мультипликативным, но рассматривается и
случай линейной диффузии. Относительно матричных коэффициентов фор-
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мулы z = C1x+D11u+D12υ принимались предположения D12 = 0,D′
11C1 = 0,

D′
11D11 = I; в настоящей работе ослабляем эти ограничения, а в (1.2) обозна-

чаем D11 как D1 и D22 как D2.

Прослеживается интересная связь между стохастической теорией конеч-
номерных мультипликативных систем и детерминированной теорией матрич-
ных алгебр Ли. Приложения групп Ли к обыкновенным дифференциальным
уравнениям широко известны, см., например, [10]. Но математический ап-
парат теории групп Ли может найти применение и при отыскании фунда-
ментальных матриц стохастических мультипликативных уравнений и инте-
гральных представлений для решений таких уравнений [11]. Фундаменталь-
ная матрица Φ(t, τ) в этом случае является случайной функцией, а общее
решение уравнения, возмущенного помехой h(t), задается формулой

x(t) = Φ(t, t0)x0 +

t∫

t0

Φ(t, τ) ◦ dh(τ),

в которой через ◦dh обозначен дифференциал Стратоновича–Фиска. О диф-
ференциале Стратоновича–Фиска см., например, [12].

Приведем небольшой список публикаций, тематически близких к задаче
анализа систем рассматриваемого здесь мультипликативного типа. В [13] рас-
смотрена задача численной аппроксимации решения стохастического уравне-
ния вида

dxt = (Axt + f(xt))dt+
n∑

i=1

(Bixt + gi(xt))dwi, x(0) = x0 ∈ Rd

с нелинейными функциями f, gi : R
d → Rd; матрицы A,Bi ∈ Rd×d принима-

ют значения в матричной алгебре Ли g c коммутаторными соотношениями
[A,B] = 0, [Bi, Bj ] = 0 для всех i, j. Анализ численных алгоритмов нахож-
дения решений так называемых экспоненциальных интеграторов [14] явля-
ется активной областью исследований как мультипликативных уравнений,
так и уравнений с аддитивными шумами [15, 16]. В [17] исследована сред-
неквадратическая устойчивость численных методов вычисления экспонен-
циальных интеграторов. Теоретико-групповые методы являются эффектив-
ными при численном интегрировании и стохастических уравнений с част-
ными производными [18]. Из работ отечественных авторов отметим иссле-
дование бесконечномерного стохастически мультипликативного уравнения с
операторами A,B, действующими в сепарабельном гильбертовом простран-
стве [19]. Предполагается, что оператор A порождает здесь полугруппу опе-
раторов S(t), t > 0 класса C0, что гарантирует корректность задачи Коши
для невозмущенного уравнения Ẋt = AX(t).

Дадим краткое изложение плана статьи. В разделах 2, 3 дана сводка из-
вестных результатов теории H2/H∞-управления: с регулятором по состоянию
в разделе 2, с регулятором по выходному сигналу в разделе 3. В разделе 4
излагается теория регулятора по выходу для линейных нестационарных сто-
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хастических систем с линейной гауссовской диффузией. Это LEQG-задача
риск-сенситивного управления, обобщающая обычную LQG-задачу. Раздел 5
содержит материал об управлении стохастическими нестационарными систе-
мами с регулятором по состоянию в цепи обратной связи, раздел 6 – све-
дения о теории мультипликативных систем с динамическим регулятором по
наблюдаемому выходному сигналу. В разделе 7 изложены элементы теории
робастных стохастических систем. Заключительные замечания содержатся в
разделе 8.

2. Элементы H2/H∞-теории объектов с регулятором по состоянию

Стандартная проблема детерминированной H2/H∞-теории как стационар-
ных, так и нестационарных систем управления формулируется следующим
образом: для заданного γ > 0 найти условно-оптимальное управление в клас-
се всех допустимых регуляторов. Регулятор называем допустимым, если за-
мкнутая им по обратной связи система устойчива и удовлетворяет условию
‖Hzυ‖∞ < γ. В простом случае стационарной системы без управления

ẋ = Ax+Bυ, z = Cx, x(0) = 0,

требование допустимости принимает следующий вид [20]: устойчива мат-
рица A и ограничена норма ‖M(s)‖∞ < γ передаточной функции M(s) =
= C(sI −A)−1B. Cогласно BR-лемме о вещественной ограниченности (BR =
= BoundedReal), см. [21], условию допустимости равносильно каждое из сле-
дующих двух утверждений: (i) существует матрица P̃ ≻ 0 такая, что A′P̃ +
+P̃A+P̃BB′P̃+C ′C ≺ 0, (ii) уравнение Риккати A′P+PA+PBB′P+C ′C =
= 0 имеет стабилизирующее (т.е. такое, что матрица A+BB′P устойчива)
решение P � 0.

Если условия (i), (ii) равносильны, то P ≺ P̃ и, таким образом, 0 � P ≺ P̃ .
Тем самым проверка допустимости регулятора сводится к проверке существо-
вания (и выполнения некоторых свойств) решений неравенств и/или урав-
нений Риккати. В случае нестационарных линейных систем алгебраическое
уравнение Риккати уступает место дифференциальному уравнению, т.е. к ле-
вой части уравнения для P в (ii) добавляется производная по времени Ṗ .
Рассмотрим теоретико-игровую постановку H2/H∞-задачи условно-опти-
мального, в классе допустимых регуляторов, управления. Она основана на
следующем наблюдении: для замкнутой системы при начальном условии
x(0) = 0 ограничение ‖Hzυ‖∞ < γ выполнено тогда и только тогда, когда су-
ществует число ε > 0 такое, что для всех υ(·) ∈ L2[0,∞) справедливо соотно-
шение

Jγ(u, υ) :=

∞∫

0

(γ2‖υ(t)‖2 − ‖z(t)‖2)dt > γ2ε

∞∫

0

‖υ(t)‖2dt.(2.1)

В динамической игре первый игрок, конструктор регулятора, стремится
минимизировать проигрыш Jγ(u, υ), выбирая наилучшее управление u∗(·),
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а второй игрок стремится его максимизировать, выбирая наименее благо-
приятное внешнее возмущение υ∗(·). Оптимальное значение функционала
Jγ(u, υ) в седловой точке в случае, когда u(t) = K(t, x(·)|t0), запишется в виде
infu supυ∈L2[0,∞) Jγ(u, υ). Таковы основные понятия и обозначения H∞-теории
регулятора по вектору состояния, если рассматривать детерминированные
системы как стационарные, так и нестационарные.

Алгебраическое уравнение Риккати для P и дифференциальное уравнение
с производной Ṗ в его левой части назовем ассоциированными друг с другом.
Дифференциальное уравнение интересно теми решениями P (·), для которых
каждая матрица P (t) является неотрицательно определенной, P (t) � 0, t > 0,
и теми, для которых матричная функция t 7→ A(t)−BB′P (t) экспоненциально
устойчива. Часто полезно перейти в уравнении объекта к новым переменным
и оба ассоциированных уравнения Риккати, алгебраическое и дифференци-
альное, сопоставлять именно этому уравнению состояния в новых перемен-
ных. Проиллюстрируем это на простом примере детерминированной системы
с управлением вида

ẋ = Ax+B1u+B2υ, z = C1x+D1u, x(0) = 0.(2.2)

Пусть G := D′
1D1 ≻ 0, тогда D′

1z = D′
1C1x+D

′
1D1u, откуда u = ū−G−1D′

1C1x,
где ū := G−1D′

1z – новый вектор управления. Заменяя в системе (2.2) u(·)
на ū(·), запишем ее в виде

ẋ = Ãx+B1ū+B2υ, z = C̃1x+D1ū,(2.3)

где Ã = A−B1G
−1D′

1C1, C̃1 = (I −D1G
−1D′

1)C1. Матрица K решает исход-
ную минимаксную задачу о регуляторе тогда и только тогда, когда K̃ := K+
+G−1D′

1C1 решает теоретико-игровую задачу для (2.3) с вектором ū(·). При
этом пара (A,B1) стабилизируема тогда и только тогда, когда стабилизируе-
ма пара (Ã, B1). Основной результат применения теории дифференциальной
игры к синтезу H∞-регулятора по состоянию для линейного стационарного
объекта сформулируем ниже в виде леммы 1. Будем рассматривать диффе-
ренциальное уравнение Риккати на бесконечном интервале (t ∈ [0,∞) c усло-
вием X(T ) =M для некоторой матрицы M � 0 и некоторого T <∞:

(2.4)
Ẋ + (A−B1G

−1D′
1C1)

′X +X(A−B1G
−1D′

1C1) +

+ C ′
1(I −D1G

−1D′
1)C1 +X(B1G

−1B′
1 − γ−2B2B

′
2)X = 0.

Через XT (t) обозначим решение уравнения (2.4), отвечающее выбору M = 0.

Лемма 1. Пусть пара (Ã, C̃1) детектируема. Тогда (i) XT (t) при каж-
дом фиксированном t не убывает по T . (ii) Если существует решение X � 0
алгебраического уравнения, с которым ассоциировано уравнение (2.4), тогда
существует и минимальное такое решение, обозначаемое ниже через X+.
При этом X+ � XT (t) для всех T > 0. А если пара (Ã, C̃1) еще и наблюдае-
ма, тогда каждое решение X � 0 алгебраического уравнения является и по-
ложительно определенным, X ≻ 0. (iii) Если решение X+ � 0 существует,
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тогда, выбрав регулятор

(2.5) u∗(t) = K∗x(t), K∗ = −G−1(B′
1X +D′

1C1),

гарантированно получим равенство

(2.6) sup
υ∈L2[0,∞)

Jγ(K
∗x, υ) = x′0X

+x0.

Подробности см. в [22].

3. Регуляторы по выходному сигналу,
зависящему от внешнего возмущения

Приведем теперь результаты работ [21, 23], касающиеся синтеза H2/H∞-
регулятора по выходному сигналу y(·) для объекта

(3.1) ẋ = Ax+B1u+B2υ, z = C1x+D1u, y = C2x+D2υ.

Здесь υ – сигнал внешнего возмущения и D2 6= 0. Рассмотрим динамический
регулятор с вектором состояния xc вида

(3.2) ẋc = Acxc +Bcy, u = Ccxc +Dcy.

Такой регулятор порождает расширенную систему с вектором состояния x̄ :=
:= (x′, x′c)

′. Если объект и динамический регулятор являются стационарными
системами, то стационарной является и расширенная система, для которой
передаточная функция H̃zυ(s) от υ к z равна

H̃zυ(s) = (C1 +D1DcC2 D1Cc)×

×
(
sI −

(
A+B1DcC2 B1Cc

BcC2 Ac

))−1(
B2 +B1DcD2

BcD2

)
+D1DcD2.

(3.3)

Она обобщает формулу для передаточной функции

HK
zυ(s) = (C1 +D1K)(sI −A−B1K)−1B2(3.4)

замкнутой системы, получаемой при замыкании объекта (3.1) нединамиче-
ским регулятором вида u(t) = K(t)x(t). Ниже понадобится и понятие инъ-
ективного отображения L выходного сигнала y(·), в некотором роде двой-
ственное к понятию отображения K, задающего регулятор u = Kx. Сначала
ограничимся условием Dc = 0. Рассмотрим систему без управления

ẋ = Ax+B2υ + Ly, z = C1x, y = C2x+D2υ.(3.5)

Отображение L порождает передаточную функцию

HL
zυ(s) = C1(sI −A− LC2)

−1(B2 + LD2)

системы (3.5). Как отмечалось во Введении, отображение L тесно связано с
определением детектируемой системы в нестационарном случае. Введенных
понятий достаточно для того, чтобы сформулировать условия разрешимости
задачи об H∞-регуляторе по выходному сигналу.
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Лемма 2. Пусть для объекта (3.1) при Dc = 0 существует регулятор

(3.2) такой, что устойчива матрица состояния

[
A B1Cc

BcC2 Ac

]
расширенной

системы и ограничена норма Харди передаточной функции H̃zυ(s) в (3.3),
так что ‖H̃zυ(s)‖∞ < 1. Тогда 1) существуют матрица K регулятора u =
= Kx по вектору состояния и матрица X ≻ 0 такие, что удовлетворяется
уравнение Риккати (2.4); при этом устойчива матрица A+B1K и ограни-
чена норма Харди передаточной функции HK

zυ(s) в (3.4), т.е. ‖HK
zυ(s)‖∞ < 1;

2) существуют матрица L инъективного отображения выходного сигнала
и матрица Y ≻ 0 такие, что

(A+ LC2)
′Y + Y (A+ LC2) + Y C ′

1C1Y + (B2 + LD2)(B2 + LD2)
′ ≺ 0;

при этом устойчива матрица A+ LC2 и ограничена норма Харди переда-
точной функции HL

zυ(s), так что ‖HL
zυ(s)‖∞ < 1. Матрица Y удовлетворя-

ет уравнению Риккати

(A−B2D
′
2Γ

−1C2)Y + Y (A−B2D
′
2Γ

−1C2)
′ +B2(I −D′

2Γ
−1D2)B

′
2−

−Y (C ′
2Γ

−1C2 − γ−2C ′
1C1)Y = 0, Γ := D2D

′
2 ≻ 0.

(3.6)

Заметим, что это уравнение получается по принципу двойственности
из (2.4) заменой коэффициентов A′, B′

1, C
′
1,D1 на A,C2, B2,D

′
2 соответствен-

но и, следовательно, заменой G = D′
1D1 на Γ = D2D

′
2. При сформулирован-

ных в лемме 2 предложениях 1), 2) и дополнительных условиях о детек-
тируемости пар (A−B1G

−1D′
1C1, (I −D1G

−1D′
1)C1) и (A,C2) и о стабили-

зируемости пар (A,B1) и (A−B2D
′
2Γ

−1C2, B2(I −D′
2Γ

−1D2)) можно утвер-
ждать (см. [23, 24]), что если уравнения Риккати для X в (2.4) и для Y
в (3.6) допускают минимальные решения X+ � 0 и Y + � 0 соответствен-
но и при этом ρ(Y +X+) < γ2, тогда динамическая игра с системой урав-
нений (3.1) и функционалом Jγ(·, ·), определенным в (2.1), имеет конечное
значение infu supυ∈L2

Jγ(Kx, υ). Далее, оптимальный минимизирующий ре-
гулятор определяется уравнениями [22]

˙̂x = Ax̂+B1u+B2υ̂ + (I − γ−2Y +X+)−1(Y +C ′
2 +B2D

′
2)Γ

−1(y − ŷ),
u∗ = −G−1(B′

1X
+ +D′

1C1)x̂,

где υ̂ = γ−2B′
2X

+x̂, ŷ = C2x̂+D2υ̂.

Зам е ч а ни е. Приведенные в лемме 2 результаты справедливы при Dc =
= 0. Если Dc 6= 0, то блок (11) в матрице состояния Acl заменяется на A +
+B1DcC2, см. (3.3), и для Hzυ имеем Hzυ = Ccl(sI−Acl)

−1Bcl+Dcl, где Bcl =

=

[
B2 +B1DcD2

BcD2

]
, Ccl = [C1 +D1DcC2 D1Cc] и Dcl = D1DcD2. Любопытно,

что при Dc 6= 0 оптимальный минимизирующий регулятор совпадает с тем,
который получен выше для случая Dc = 0, cм. [21, 23].
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4. H∞-регуляторы по выходу для нестационарных систем
с гауссовской диффузией

Системы с гауссовской (линейной) диффузией являются простейшими в
классе линейных стохастических систем. Пусть

dx(t) = (A(t)x(t) +B1(t)u(t))dt +B2(t)dW (t), x(0) = x0,

dy(t) = C2(t)x(t)dt+D2(t)dW (t), y(0) = y0, 0 6 t 6 T

((x(0), y(0)), W (t) обычно предполагаются независимыми). Если (x(0), y(0)) –
гауссовский вектор, то (x(t), y(t)) – гауссовский процесс. Теорию регулятора
по выходу y(·) будем строить, отправляясь от ее интерпретации как мини-
максной теории LQG-управления по выходному сигналу [25]. В этой теории
в качестве критерия принимается экспонента от квадратичного функциона-
ла [26, 27]:

JT (u) = 2τ log E exp
1

2τ


x′(T )Mx(T ) +

T∫

0

F (x(t), u(t))dt


 ,

где F (x, u) – квадратическая форма на пространстве пар векторов (x, u). За-
дача, как обычно, состоит в том, чтобы найти infu(·) JT (u(·)). Это задача
риск-сенситивного управления, обозначаемая как LEQG-задача; в пределе
при τ →∞ получают обычную LQG-задачу риск-нейтрального управления.
При произвольном τ регулятор получается в виде u(t) = Kx̂(t), где x̂ – фа-
зовый вектор фильтра, оценивающего x(t) по выходу y(·).

Обратим внимание на аналогию между результатами, изложенными в
предыдущем разделе, и теми, которые излагаются ниже в этом разделе. Сле-
дует, однако, иметь в виду, что в разделе 3 были представлены преимуще-
ственно те результаты, которые касаются теории стационарных систем, за-
данных на бесконечном горизонте 0 6 t <∞, а здесь – те, что относятся к
нестационарным системам, определенным при 0 6 t < T , T <∞. По этой при-
чине алгебраические уравнения Риккати раздела 3 следует при сопоставле-
нии результатов заменять на дифференциальные уравнения Риккати в этом
разделе. Разумеется, завершенная теория систем обоих типов, детерминиро-
ванных и стохастических гауссовских, охватывает как стационарные, так и
нестационарные объекты.

Решение задачи управления в этом разделе дается при следующих пред-
положениях. Во-первых, матрица квадратичной формы F (x, u), зададим ее

в виде

(
R(t) Υ(t)
Υ(t)′ G(t)

)
, удовлетворяет условию R−ΥG−1Υ′ ≻ 0. Если опре-

делить регулируемый выход z = C1x+D1u и положить F (x, u) = z′z для
прояснения аналогии с результатами предыдущего раздела, то получим
R−ΥG−1Υ′ = C ′

1C1 − C ′
1D1G

−1D′
1C1 ≻ 0. Полагаем также M � 0 и τ = γ2.

Во-вторых, принимаем, что выполнены условия (i)–(iii), приводимые ниже в
лемме 3.
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Лемма 3. Предположим, что (i) дифференциальное уравнение Риккати,
ассоциированное с алгебраическим уравнением (3.6), удовлетворяющее на-
чальному условию Y (0) = Y0, имеет решение Y = Y ′ такое, что Y (t) � c0I
для некоторого c0 > 0 и всех t ∈ [0, T ]; (ii) дифференциальное уравнение
Риккати, ассоциированное с алгебраическим уравнением (2.4), удовлетво-
ряющее начальному условию X(T ) =M , имеет решение X такое, что
X(t) = X ′(t) � 0 для всех t ∈ [0, T ]; (iii) для каждого t ∈ [0, T ] выполняет-
ся неравенство ρ(Y (t)X(t)) < τ , означающее, что матрица I − 1

τ Y (t)X(t)
имеет только положительные собственные значения. Тогда оптимальное
управление задается регулятором по состоянию в виде

u∗(t) = −G−1(B′
1(t)X(t) + Υ′(t))x̂(t),

где оценка x̂ вектора состояния x по наблюдаемому выходному сигналу y(·)
определяется фильтром

dx̂(t) =

(
A−B1G

−1Υ′ −
(
B1G

−1B′
1 −

1

τ
B2B

′
2

)
X

)
x̂(t)dt+

+

(
I − 1

τ
Y X

)−1

(Y C ′
2 +B2D

′
2)Γ

−1

(
dy(t)−

(
C2 +

1

τ
D2B

′
2X

)
x̂(t) dt

)
.

Доказательство леммы 3 см. в [22, 28].

Новым аспектом теории является необходимость ответить на следующий
вопрос: “Каков в данной теории класс допустимых регуляторов?”. Требуется,
чтобы в обозначениях e(t) := x(t)− x̂(t), ǫ(t) := e(t) + 1

τ Y Xx̂(t) процесс

α(t) := B′
2Y ǫ(t)−D′

2Γ
−1(C2Y +D2B

′
2)Y

−1e(t)

порождал экспоненту

ζ(t) = exp





t∫

0

α′(s)dW (s)− 1

2

t∫

0

‖α(s)‖2ds



 ,

являющуюся, как известно, см. [29], мартингалом на [0, T ]. Для линейного
регулятора, по крайней мере, это условие выполняется [28]. И тогда нетруд-
но проверить, что регулятор, в классе допустимых, который обоспечивает
инфимум критерия оптимальности, является линейным.

Некоторых комментариев требует также обобщение приведенных в этом
разделе результатов на случай систем с бесконечным горизонтом, T =∞.
Коэффициенты в уравнениях объекта при T =∞ следует считать не за-
висящими от t и принять условие y(0) = 0, а функционал стоимости опре-
делить как J(u) := limT→∞

1
T JT (u). Далее, дифференциальные уравнения

Риккати следует заменить на алгебраические, а предположения (i)–(iii) в
лемме 3 конкретизировать, заменив условие существования симметрическо-
го решения Y на пару следующих условий: (а) R−ΥG−1Υ′ � 0 и (b) пара
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матриц (A − B1G
−1Υ′, R − ΥG−1Υ′) детектируема, а пара (A−B2D

′
2Γ

−1C2,
B2(I −D′

2Γ
−1D2)) стабилизируема. Кроме того, обозначения X и Y в лем-

ме 3 надо будет заменить на общепринятые X∞, Y∞ и предположить, что
(i)′ уравнение для Y допускает минимальное решение Y∞ ≻ 0, а (ii)′ уравне-
ние для X допускает минимальное решение X∞ � 0. Доказывается, что X∞

и Y∞ можно получить как предельные при T →∞ значения соответственно
для X = XT и Y = YT . Это составляет утверждение следующей леммы.

Лемма 4. При условиях, сформулированных выше, справедливы следую-
щие утверждения: (i) Ассоциированное с (2.4) дифференциальное уравнение
при M = 0 имеет решение XT (t) � 0 такое, что XT (t)→ X∞ при T →∞.
(ii) Если Y∞ � Y0 ≻ 0, то ассоциированное с (3.6) дифференциальное уравне-
ние при M = 0 имеет решение Y (t;Y0) такое, что Y (t;Y0)→ Y∞ при t→∞.
(iii) Для каждого T > 0 и t ∈ [0, T ] матрицы Y (t;Y0) и XT (t;M) удовлетво-
ряют неравенству ρ(Y (t)X(t)) < τ .

См. [22, 28].

Лемма 4 доказывается следующим образом. Сначала проверяется, что при
M = 0 решение XT (t) � 0 уравнения (2.4) сходится к X∞ при T →∞. Для
доказательства утверждения (ii) в лемме 4 рассматривается система

η̇ = A′η + C ′
2ν +R1/2ω, η(0) = η0; ζ = B′

2η +D′
2ν,

где η ∈ Rn – вектор состояния, ν ∈ Rl – управление, ω ∈ Rq – возмущение,
ζ ∈ Rp – регулируемый выход, и определяются функционалы

(4.1)

J̄T,Y0
τ (ν, ω) := η(T )′Y0η(T ) +

T∫

0

(‖ζ(t‖2 − τ‖ω(t)‖2)dt,

J̄τ (ν, ω) :=

∞∫

0

(‖ζ(t)‖2 − τ‖ω(t)‖2) dt, ω ∈ L2[0, T ].

Применяя затем теорию дифференциальных игр, заключают, что
infν supω J̄τ (ν, ω) <∞ на бесконечном горизонте и что существует пре-
дел Y∞ для уравнения (3.6) с решениями YT для каждого T <∞. Таким
образом, уравнение (3.6) имеет минимальное решение Y∞ ≻ 0, а тогда из
леммы 1 в разделе 2 следует, что

(4.2) inf
ν
sup
ω
J̄τ (ν, ω) = η′0Y∞η0.

Наконец, так как переменные X+ и Y∞ двойственны, то и формула ν∗ =
= −Γ−1(D2B

′
2 + C2Y∞)η двойственна формуле (2.5), записанной в виде u∗ =

= K∗x(t), где K∗ = −G−1(D′
1C1 +B′

1X
+). И аналогично двойственны фор-

мулы (2.6) и (4.2). А вот неравенство Y∞ � Y0 не имеет аналога в лемме 1. Но

по формуле (4.1) из Y0 � Y∞ очевидным образом следует J̄T,Y0
τ � J̄T,Y∞

τ при
ν = ν∗, откуда и в этом случае получаем (4.2). См. [22, 28].
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5. H∞-регуляторы по состоянию для неопределенных
стохастических систем

В этом разделе рассматриваются общая мультипликативная стохастиче-
ская система и регулятор по вектору состояния в цепи обратной связи. Управ-
ляемый объект задан уравнениями (1.1), (1.2), регулятор – уравнением u(t) =
= Kx(t), уравнение состояния замкнутой системы – уравнением

dx = ((A+B1K)x+B2υ)dt+A0xdw0 +B01Kxdw1 +B02υdw2.(5.1)

Система (5.1) является неопределенной в силу зависимости ее динамики от
искомого, пока неизвестного параметра K. Коэффициент при x в диффузион-
ной компоненте этого уравнения, равный A0dw0 +B01Kdw1, можно записать
в виде

([A0 0] + [0 B01]K)dW1, dW1 :=

(
dw0

dw1

)
,

тем самым вместо трех винеровских процессов w0, w1, w2 в (5.1) можно огра-
ничиться двумя процессами W1, w2. Это означает, что можно, сохраняя преж-
ние обозначения для матричных коэффициентов, просто положить в (5.1)
w0 = w1:

dx = ((A+B1K)x+B2υ)dt+ (A0 +B01K)xdw1 +B02υdw2.(5.2)

Далее, вместо пары уравнений (1.2) можно, также без ограничения общности,
принять

z(t) = C1x(t) +D1u(t), y(t) = C2x(t) +D2υ(t).

Замкнутую систему при t > s, где s – начальный момент времени,

(5.3) dx = (A+B1K)xdt+ (A0 +B01K)xdw1, x(s) = h,

получаемую из (5.2) при υ(t)≡ 0, назовем номинальной. Эта система неста-
ционарна даже при постоянных матричных коэффициентах в (5.2) и ее устой-
чивость следует понимать в смысле, например, экспоненциальной устойчиво-
сти в среднем квадратическом, если решение x(t) желательно считать элемен-
том пространства L2(s,∞) функций, для которых

∫∞

s ‖x(t)‖2dt <∞. В неста-
ционарном случае следует подыскать подходящий аналог ограниченности
‖Hzυ‖∞ < γ индуцированной нормы оператора Hzυ. Подходящим стохасти-
ческим аналогом ограниченности нормы является следующее условие: суще-
ствует постоянная ǫ > 0 такая, что при x(s) = 0

(5.4) E

∞∫

s

(
‖(C1 +D1K)x(t)‖2 − γ2‖υ(t)‖2

)
dt 6 −ǫγ2E

∞∫

s

‖υ(t)‖2dt

для каждого υ ∈ L2(s,∞). Заметим, что экспоненциальная устойчивость но-
минальной системы является достаточным условием того, чтобы уравне-
ние (5.2) имело решения, принадлежащие L2(s,∞) для любого υ ∈ L2(s,∞).
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Теперь сформулируем задачу о стохастическом H∞-регуляторе, решае-
мую в этом разделе: для системы (5.2) найти матрицу K такую, что-
бы номинальная система (5.3) была экспоненциально устойчивой в среднем
квадратичном, а замкнутая система (5.2) удовлетворяла требованию (5.4)
H∞-ограниченности нормы оператора передачи Hzυ. Как и в разделе 2, наи-
более плодотворным для стохастического случая явилось обращение к теории
линейно-квадратичных дифференциальных игр, ассоциированных с муль-
типликативным уравнением Ито и функционалом J(u, υ) =

∫∞

s E(z′(t)z(t)−
−γ2‖υ(t)‖2)dt. Связующим звеном между H∞-теорией регулятора и теори-
ей игр явилась здесь стохастическая BR-лемма, которую приведем ниже,
следуя ее изложению в монографии [8].

Предположим, что система dx(t) = Ax(t)dt+A0x(t)dw1(t), x(s) = h, отве-
чающая выбору u(·) ≡ 0, υ(·) ≡ 0 в уравнении (5.2), экспоненциально устой-
чива (и, как следствие, устойчива матрица A) и существует постоянная ǫ2,
такая что J2(0, υ) 6 −ǫ2

∫∞

0 ‖υ(t)‖2dt для всех υ ∈ L2(0,∞). Тогда справедли-
ва следующая стохастическая BR-лемма.

Лемма 5. 1-я часть (существование): (a) для каждого s > 0 и для h ∈
∈ L2(Ω,Fs, P ) существует единственное возмущение υs2(·) ∈ L2(s,∞) та-
кое, что J(0, υs2(·)) = supυ∈L2(s,∞) J(0, υ). (b) Существует матрица X2 � 0
такая, что supυ∈L2(s,∞) J(0, υ) = E〈h,X2h〉. (c) Для любого T > 0 существу-
ет единственное, при условии X2T (T ) = 0, решение X2T (·) � 0 обобщенного
уравнения Риккати

Ẋ2T +A′X2T +X2TA+A′
0X2T +R+X2TB2(I −B′

02X2TB02)
−1B′

2X2T = 0.

2-я часть (минимаксное решение): (d) Наихудшее возмущение υs2T (·),
максимизирующее функционал

JT (u, υ) =

T∫

s

E(z′(t)z(t) − γ2‖υ(t)‖2)dt, s 6 T <∞,

имеет вид

υs2T = (I −B′
02X2T (t)B02)

−1B′
2X2T (t)x

s
2T (t),

где xs2T (·) есть оптимальная траектория, являющаяся решением замкну-
той системы

dx(t) = (A+B2(I −B′
02X2T (t)B02)

−1B′
2X2T (t))x(t)dt +A0x(t)dw1(t) +

+B02(I −B′
02X2T (t)B02)

−1B′
2X2T (t)x(t)dw2(t), x(s) = h.

(e) Матрица X2 в пункте (b) является также минимальным решением
обобщенного уравнения Риккати

A′X2 +X2A+A′
0X2A0 +R+X2B2(I −B′

02X2B02)
−1B′

2X2 = 0,

таким что I −B′
02X2(t)B02 ≻ 0.
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Сформулируем теперь основную теорему раздела 5 для случая мульти-
пликативной системы на бесконечном интервале времени.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены предположения, при которых справедли-
ва стохастическая BR-лемма. Предположим также, что ‖C1x+D1u‖2 >
> ǫ1‖u‖2 для некоторой ǫ1 > 0 и для всех x ∈ Rn, u ∈ Rm. Тогда справедливы
следующие утверждения:

(a) Для h ∈ L2(Ω,Fs, P ) и всех s > 0 существует единственная мини-
максная пара для функционала J(u, υ).

(b) Существует единственное решение X � 0 алгебраического уравнения
Риккати

(5.5)
A′X +XA+A′

0XA0 +R+XB2(I −B′
02XB02)

−1B′
2X −

− (XB1 +A′
0XB01 +Q)(G+B′

01XB01)
−1(XB1 +A′

0XB01 +Q)′ = 0,

такое что I −B′
02XB02 ≻ 0 и V = E〈h,Xh〉.

(c) Минимаксная пара представляется в виде u = F1x, υ = F2x, где

F1 =− (G+B′
01XB01)

−1(XB1 +A′
0XB01 +Q)′,

F2 =(I −B′
02XB02)

−1B′
2X).

(5.6)

(d) Замкнутая стохастическая система

(5.7) dx = (A+B1F1 +B2F2)xdt+ (A0 +B01F1)xdw1(t) +B02F2xdw2(t)

с x(s) = h экспоненциально устойчива в среднем квадратическом.

С полученными в теореме 1 выводами интересно сопоставить результаты
решения такой же задачи на конечном горизонте [30]. Пусть

JT (u, υ) =

T∫

s

E(z′(t)z(t) − γ2‖υ(t)‖2)dt, s 6 T <∞.

Рассмотрим стандартную задачу стохастического управления inf
u∈L2[s,T ]

JT (u, 0).

С этой задачей ассоциируется решение X1T � 0 обобщенного уравнения Рик-
кати

Ẋ1T +A′X1T +X1TA+A′
0X1TA0 +R− (X1TB1 +A′

0X1TB01 +Q)×
× (G+B′

01X1TB01)
−1(X1TB1 +A′

0X1TB01 +Q)′ = 0, X1T (T ) = 0.
(5.8)

Это уравнение имеет единственное решение X1T � 0, определяющее опти-
мальное управление

u1T = −(G+B′
01X1TB01)

−1(B′
1X1T +B′

01X1TA0 +Q′)x.

РешенияX1T иX2T обоих дифференциальных уравнений Риккати позволяют
решить минимаксную задачу управления по общему критерию JT (u, υ) на
конечном горизонте. В [8] доказана следующая
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Те ор ем а 2. Пусть F (x, u) > ǫ1‖u‖2 и J(0, υ) 6 −ǫ2
∫∞

0 ‖υ(t)‖2dt для всех
υ ∈ L2(0,∞). Тогда теоретико-игровая минимаксная задача с критерием
JT (u, υ) имеет седловую точку (uT (·), υT (·)). Дифференциальное уравнение
Риккати

ẊT +A′XT +XTA+A′
0XTA0 +R− (XTB1 +A′

0XTB01 +Q)×
×(G+B′

01XTB01)
−1(XTB1 +A′

0XTB01 +Q)′+

+XTB2(I −B′
02XTB02)

−1B′
2XT = 0, XT (T ) = 0

(5.9)

имеет единственное решение XT � 0. Седловая точка игры представляется
в виде uT = F1Tx, υT = F2Tx, где

F1T = −(G+B′
01XTB01)

−1(B′
1XT +B′

01XTA0 +Q′),

F2T = (I −B′
02XTB02)

−1B′
2XT .

Доказательство этой теоремы достаточно сложное, оно использует резуль-
таты ряда работ. См. [31–33].

Интересно сравнить уравнения Риккати (5.6) и (5.5): последнего слагае-
мого в правой части уравнения (5.6) не было в (5.5). Конечно, это объясня-
ется тем, что уравнение (5.5) ассоциировалось с критерием JT (u, 0), а (5.6) –
с критерием JT (u, υ). Появление слагаемого XTB2(I −B′

02XTB02)
−1B′

2XT )
−1

вполне естественно в задаче максимизации функционала JT (u, υ) по второму
аргументу.

Интересно также представление критерия JT (u, υ) через функции uT , υT ,
определяющие седловую точку (uT (·), υT (·)). Предположим, что решение XT

уравнения (5.6) существует на интервале [T − α, T ] и s – точка из этого ин-
тервала. Тогда, применяя формулу Ито к квадратической форме x(t)′XTx(t),
где x(t) удовлетворяет уравнению (1.1) при ограничении w0 = w1, получаем

JT (u, υ) = E

T∫

s

‖(I −B′
02XTB02)

1
2 (υ(t) − F2Tx(t))‖2dt+

+ E

T∫

s

‖(G +B′
01XTB01)

1
2 (u(t) − F1Tx(t))‖2dt.

Отсюда следует, что седловая точка удовлетворяет условию

JT (uT , υ) 6 JT (uT , υT ) = Eh′XT (s)h 6 JT (u, υT ).

При достаточно малом значении параметра α это условие используется для
доказательства существования решения дифференциального уравнения Рик-
кати (5.6) на конечном интервале t ∈ [s, T ].
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6. H∞-регуляторы по выходу для стохастических систем
с мультипликативными возмущениями

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение Ито вида

Σ :





dx(t) = (Ax(t) +B1υ(t) +B2u(t))dt +A0x(t)dw0(t)+

+B01υ(t)dw1(t) +B02u(t)dw2(t), x0 ∈ Rn,

z(t) = C1x(t) +D11υ(t) +D12u(t),

y(t) = C2x(t) +D21υ(t), t ∈ [0, T ].

(6.1)

Регулятором в цепи обратной связи является детерминированная динамиче-
ская система с вектором состояния x̂, заданная уравнениями

dx̂(t) = Akx̂(t)dt+Bk y(t)dt, u(t) = Ckx̂(t) +Dk y(t)(6.2)

c матричными коэффициентами, пока не определенными.

Вектор состояния системы, замкнутой регулятором, обозначим через x̄, по-
лагая x̄′ := (x′, x̂′). Стохастическое уравнение для x̄ получается как результат
некоторых громоздких, но элементарных вычислений, и нетрудно убедиться,
что функции t 7→ x̄(t), t 7→ z(t) должны удовлетворять уравнениям

Σ2 :





dx̄(t) = Aclx̄(t) dt+Bclυ(t) dt+A0
clx̄(t)dw0(t)+

+B0
clυ(t)dw1(t) +A1

clx̄(t) dw2(t) +B1
clυ(t) dw2(t),

z(t) = Cclx̄(t) +Dclυ(t), t ∈ [0, T ].

(6.3)

Непосредственно устанавливаются формулы, выражающие коэффициенты
уравнений замкнутой системы Σ2. См., например, [34].

Основной результат теории динамического регулятора по выходному сиг-
налу сформулируем в следующей теореме.

Те ор ем а 3. Для системы (6.1) и γ > 0 cледующие утверждения равно-
сильны: (i) Cуществует регулятор (6.2) такой, что замкнутая им систе-
ма (6.3) внутренне устойчива и выполнено ограничение ‖Hzυ‖∞ < γ. (ii) Cу-
ществует матричная функция P : t 7→ P (t) ≺ 0, такая чтоM(γ, P ) ≻ 0 для
всех t ∈ [0, T ].

См. теорему 3.3 в [7]. ЗдесьM(γ, P ) – блочная 2×2-матрица квадратичной
формы в пространстве пар векторов

(x̄
υ

)
.

Для последующего удобно записать условие M(γ, P ) ≻ 0 в эквивалент-
ной форме, заменив блочно-диагональную матрицу diag{M(γ, P ), I} блочной
3× 3 матрицей TN (γ, P )T ′ ≻ 0, где

N (γ, P ) =



PAcl +A′

clP + S11 PBcl + S12 C ′
cl

B′
clP + S21 γ2I + S22 D′

cl

Ccl Dcl I


 , T =



I O −C ′

cl

O I −D′
cl

O O I


 .
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Матрицы Sij определены в [34]. Для блоков-подматриц Nij неотрицательно
определенной матрицы N (γ, P ) там получены формулы

N11 = P (A0 +BIMkC
I) + (A0 +BIMkC

I)′P + S11,

N12 = P (B0 +BIMkD
0
21 + S12), N13 = (C0 +D0

12MkC
I)′,

N22 = γ2I + S22, N23 = (D11 +D0
12MkD

0
21)

′, N33 = I,

где Mk =

(
Ak Bk

Ck Dk

)
– матрица параметров динамического регулятора. Мат-

рицы Acl, Bcl, Ccl, Dcl получают представление через матрицу Mk; cоответ-
ствующие формулы имеют вид аффинных относительно Mk соотношений

Acl = A0 +BIMkC
I , Bcl = B0 +BIMkD

0
21,

Ccl = C0 +D0
12MkC

I , Dcl = D11 +D0
12MkD

0
21

с некоторыми матричными коэффициентами [30]. Представим матрицу
N (γ, P ) в виде суммы матрицы H, от Mk не зависящей, и двух матриц, ли-
нейно зависящих от Mk. Получим сумму H+Q′M ′

kR+R′MkQ с некоторыми
матрицами Q и R и неотрицательно определенной матрицей H. Согласно по-
лученному в [7] стохастическому обобщению леммы о проекции из теории
линейных матричных неравенств (см. [35]), линейное матричное неравенство

H +Q′M ′
kR+R′MkQ ≻ O

имеет решение Mk тогда и только тогда, когда матрица H является поло-
жительно определенной на нулевых подпространствах kerQ и kerR мат-
риц Q,R.

Лемма о проекции дает необходимое и достаточное условие выполнимо-
сти условия ‖Hzυ‖∞ < γ. Условие формулируется не на языке теории мат-
ричных дифференциальных уравнений, а на языке нелинейных матричных
неравенств. Лемма не только решает вопрос об условиях допустимости ре-
гулятора Mk, но и позволяет вычислить значения Ak, Bk, Ck,Dk параметров
регулятора, если они неизвестны [7].

7. Стохастический робастный анализ системы
с параметрическим возмущением

Пусть

(7.1) dx(t) = Ax(t)dt+A0x(t)dw1(t), 0 < t < T

– номинальная стохастическая система и

(7.2) dx(t) = (A+B∆C)x(t)dt+A0x(t)dw1(t) +B0∆Cx(t)dw2(t)

– ее стохастическое возмущение с одновременным параметрическим возму-
щением матричного параметра A. В системе (7.2) возмущающим параметром
является произвольная матрица ∆ из множества D = Rl×q матриц разме-
ра l× q. Номинальная система (7.1), являясь нестационарной, предполагает-
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ся устойчивой в следующем смысле: существует постоянная c > 0 такая, что
E
∫∞

0 ‖x(t)‖2dt 6 c‖x0‖2, где x(·) = x(·, x0) – траектория уравнения (7.1), на-
чинающаяся в x0 ∈ Rn. Винеровские процессы w1, w2 независимы, возмуща-
ющая сила является процессом, мультипликативным по состоянию, величина
неопределенности системы (7.2) измеряется нормой ‖∆‖ матрицы ∆.

Пусть ρ > 0 – малое число. При малых ‖∆‖ < ρ система (7.2) близка к
невозмущенной (7.1) и, скорее всего, тоже устойчива. Интересно знать, ка-
ково значение ρmax параметра ρ, при котором для каждого ∆ из множества
D = {∆ : ‖∆‖ < ρmax} гарантируется устойчивость системы (7.2)? Число ρmax

естественно называть радиусом робастной устойчивости системы (7.1) отно-
сительно неопределенностей ∆ ∈ D. В соответствии с этим вводится следую-
щее определение: число rD = inf{‖∆‖: система (7.2) с неопределенностью ∆
неустойчива} называется радиусом робастной устойчивости системы (7.1).

Ниже, чтобы связать задачу о робастной устойчивости с задачей анализа
H∞-теории (в основе анализа лежит стохастическая BR-лемма о веществен-
ной ограниченности), обратимся к стандартному объекту билинейной стоха-
стической H∞-теории:

(7.3)

{
dx(t) = Ax(t)dt+Bυ(t)dt+A0x(t)dw1(t) +B0υ(t)dw2(t),

z(t) = Cx(t).

Интерпретируя υ как управление, рассмотрим в цепи обратной связи блок
с входным сигналом z и выходным сигналом υ = ∆z. Замкнутая система
примет вид возмущенной системы (7.2). С этой системой в H∞-теории ас-
социируется оператор возмущения L : υ 7→ z, задающий действие внешнего
возмущения (здесь – управления) υ на выходной сигнал z. Оператор L дей-
ствует из пространства функций υ(·) в пространство функций z(·) = Cx(·),
где x(·) = x(·, υ, x0)|x0=0. Таким образом, L : υ(·) 7→ Cx(·, υ, 0).

Приведенное определение радиуса робастной устойчивости обобщается на
нестационарные и нелинейные неопределенности. Пусть ∆(t, ·) при каждом
t ∈ R+ является отображением Rq → Rl, которое линейно ограничено, т.е.
‖∆(t, y)‖ 6 K‖y‖ при некотором K > 0 для всех t ∈ R+ и y ∈ Rq, и ограни-
чено по Липшицу, т.е. для любого T > 0 найдется постоянная L(T ) такая,
что ‖∆(t, y1)−∆(t, y2)‖ 6 L(T )‖y1 − y2‖ для всех y1, y2 ∈ Rq и всех t ∈ [0, T ].
Неопределенность ∆ такого вида является нелинейной и нестационарной. Ве-
личина ее находится как наименьшее K в определении линейной ограничен-
ности, а уравнение, ассоциированное с такой неопределенностью, записыва-
ется в виде

(7.4) dx(t) = (Ax(t) +B∆(t, Cx(t)))dt+A0x(t)dw1(t) +B0∆(t, Cx(t))dw2(t).

Пусть Dtn – множество всех таких неопределенностей. Решение уравне-
ния (7.4), по предположению единственное в классе случайных функций
L2([0, T ];L2(Ω, Rn)), обозначим через x∆(·, x0) и систему (7.4) назовем устой-
чивой, если ее решения удовлетворяют условию

∫∞

0 E‖x∆(t, x0)‖2dt 6 c‖x0‖2

64



для некоторой постоянной c. В H∞-теории требуется обеспечить ‖Lzυ‖ < γ,
а в теории робастных систем – обеспечить ‖∆υz‖ < ρ. Значение параметра γ
выбираем как можно меньшим, значение ρ – как можно большим.

В силу условий линейной и липшицевой ограниченности функции ∆ урав-
нение (7.4) имеет единственное решение x∆(·, x0), являющееся стохастиче-
ским процессом с ограниченными вторыми моментами [36]. В интегральной
форме уравнение (7.4) записывается в виде

x∆(t) = x0 +

t∫

0

(Ax∆(s) +Bυ∆(s))ds +

t∫

0

[A0x∆(s) B0υ∆(s)]dw(s), t ∈ [0, T ]

для каждого T > 0, где υ∆(·) = ∆(·, Cx∆(·)), w(s) = [w1(s), w2(s)]
′. Пусть

‖∆‖ < ‖Lzυ‖−1, тогда существует число γ > ‖Lzυ‖ такое, что γ‖∆‖ < 1.
В H∞-теории для функционала

JT (x
0, υ) =

T∫

0

E[γ2‖υ(t)‖2 − ‖z(t)‖2]dt

известна формула

(7.5)

JT (x
0, υ) = 〈x0, P (0)x0〉 − E〈x(T ), P (T )x(T )〉 +

+

T∫

0

E

〈(x(t)
υ(t)

)
,M(P (t))

(
x(t)

υ(t)

)〉
dt.

Согласно стохастической BR-лемме для любого γ > 0 равносильны утвер-
ждения: (i) существует матрица P ≺ 0, такая что M(P ) ≻ 0, и (ii) уравне-
ние для x(·) внутренне устойчиво, при этом ‖Lzv‖ < γ. Из M(P ) ≻ 0 следу-
ет M(P ) � δ2I для некоторого числа δ > 0. Вычисляя JT (x

0, υ) в (7.5) для
x(·) = x∆(·, x0) и υ(·) = υ∆(·), находим

(7.6) JT (x
0, υ∆) =

T∫

0

E[γ2‖∆(t, Cx∆(t))‖2 − E‖Cx∆(t)‖2]dt.

Сформулируем теперь важный результат об устойчивости неопределенной
системы (7.4).

Те ор ем а 4. Пусть при ∆ = 0 система (7.1) устойчива и при ∆ 6= 0
неопределенность ∆ удовлетворяет условию ‖∆‖ = sup{‖∆(t, y)‖�‖y‖ :
t > 0, y ∈ Rq, y 6= 0} < ‖L‖−1 (здесь L = Lzυ). Тогда возмущенная (неопреде-
ленная) система (7.4) устойчива. В частности, rDtn

> ‖L‖−1.

Действительно, поскольку

γ2‖∆(t, Cx∆(t)‖2 6 γ2‖∆‖2‖Cx∆(t)‖2 6 γ2‖Cx∆(t)‖2
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в силу условия ‖L‖‖∆‖ < γ‖∆‖ < 1, из (7.6) получаем JT (x
0, υ∆) 6 0. Ана-

логично, вычисляя в правой части формулы (7.5), записанной для x(·) =
= x∆(·, x0) и υ(·) = υ∆(·), интеграл от квадратичной формы с матрицей
M(P ) � δ2I, находим следующую его оценку:

T∫

0

δ2E{‖x∆(t)‖2 + ‖υ∆(t)‖2}dt >
T∫

0

δ2E‖x∆(t)‖2dt.

Тем самым из (7.5) для x(·) = x∆(·, x0) и υ(·) = υ∆(·) получаем неравенство

E〈x∆(T ), (−P )x∆(T )〉 6 〈x0, (−P )x0〉 −
T∫

0

δ2E‖x∆(t)‖2dt

для любого T > 0. В этом неравенстве левая часть положительна в силу
−P ≻ 0, поэтому

∫ T
0 δ2E‖x∆(t)‖2dt 6 ‖P‖‖x0‖2/δ2. Это доказывает, что си-

стема (7.4) устойчива.

Теперь нетрудно убедиться, что возмущенная, замкнутая обратной связью
система, полученная подстановкой υ = ∆z в уравнение (7.3), может быть при-
ведена к виду

dx̄(t) = (Acl +Bcl∆Ccl)x̄(t)dt+
(
A0

cldw1(t) +B0
cl∆Ccldw2(t)

)
x̄(t)

(x̄ := (x, x̂)) с легко вычисляемыми коэффициентами, отмеченными нижним
индексом cl от closed. Отсюда и из теорем 3 и 4 непосредственно следует

Лемма 6. Пусть γopt есть инфимум тех γ > 0, для которых суще-
ствует динамический регулятор, обеспечивающий внутреннюю устой-
чивость замкнутой системы (7.4) и выполнение для нее условия
‖Lcl‖ < γ. Тогда для любого γ > γopt найдется регулятор ∆ такой, что
замкнутая им система (7.4) имеет радиус робастной устойчивости
rD(Acl, Bcl, Ccl, A

0
cl, B

0
cl) > γ−1.

Подробности см. в [7].

8. Заключение

Темой статьи заявлен раздел H2/H∞ общей теории управления техниче-
скими системами. В этом разделе решаются, во-первых, задачи анализа регу-
лятора и, во-вторых, – задачи его синтеза, т.е. его оптимизации в классе допу-
стимых , выявленном на этапе анализа. Теория H∞ решает задачу подавле-
ния внешнего возмущения, действующего на объект, замкнутый допустимым
регулятором. Допустимый регулятор обеспечивает, во-первых, устойчивость
замкнутой им системы “объект плюс регулятор” и, во-вторых, гарантирует,
что норма оператора H∞ передачи внешнего возмущения υ на регулируе-
мый выходной сигнал z не превысит величины γ > 0, априори заданной кон-
структором: ‖Hzυ‖∞ < γ. Регулятор предполагается заданным в виде функ-
ционального отображения K : y 7→ u наблюдаемого, измеренного шумовым
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датчиком, выходного сигнала y на сигнал управления u. В такой постановке
задачи система должна иметь два входа υ, u и два выхода z, y. Далее, систе-
ма должна быть стохастической, заданной стохастическим уравнением Ито,
диффузионный член которого не произволен, а имеет частную, мультипли-
кативную структуру, которая, однако, не то же, что структура в линейном
уравнении Ито. Стохастический характер системы обусловлен не только тем,
что стохастическими являются внешнее возмущение и/или наблюдаемый вы-
ход. Даже номинальная, невозмущенная, при нулевых внешних возмущениях
система предполагается стохастической. Стандартной же моделью стохасти-
ческой системы является в H∞-теории возмущенная система. И возмуще-
на номинальная система двумя стохастическими силами: силой B1υdt (кото-
рая может быть и детерминированной) и собственно стохастической силой
B0υdw2. Наличие обоих типов возмущений – существенный момент наиболее
полного обобщения H∞-теории. Так обстоит дело с постановкой задачи об
H∞-регуляторе в статистической теории H2/H∞-управления.

С другой стороны, в теории робастного управления занимаются исследова-
нием систем с неопределенностями, их робастной устойчивостью, определени-
ем радиуса устойчивости замкнутой регулятором системы. Возникает вопрос:
“В каком отношении находятся друг к другу теории о регуляторе для стоха-
стических систем в робастном управлении и в H∞-теории?”. Подробный от-
вет на этот вопрос дан в разделе 7 статьи. Оказывается, в H∞-теории интерес
представляют оператор Hzυ : υ 7→ z и его индуцированная норма, в робастной
же теории – оператор ∆ : z 7→ υ и его норма ‖∆‖, играющая решающую роль
в определении радиуса устойчивости системы с неопределенностями. Различ-
ные аспекты линейной теории стохастических робастных систем отражены в
монографии [37].

Изложенная в обзоре теория мультипликативных стохастических систем
является некоторым обобщением линейной теории, поскольку диффузионный
член в уравнении состояния взят здесь мультипликативным, а не линейным.
Нестандартный подход к теории гауссовских систем изложен в разделе 4 этой
статьи. Следует отметить и интересные, представленные в обзоре результа-
ты стохастической теории регуляторов по наблюдаемому выходному сигна-
лу y. Здесь приходится перейти к расширенной системе с вектором состояния
x̄ = (x, x̂), где x̂ – вектор состояния регулятора, вычисляемый по выходу y.
После этого теорию такого регулятора интересно сопоставить с теорией де-
терминированного регулятора и регулятора по вектору состояния x.

Обратим внимание на возможные направления дальнейшего развития сто-
хастической теории H2/H∞-управления и ее обобщений: назовем работы по
теории управления для стационарных систем с ограниченными спектраль-
ными характеристиками [38], некоторых классов нелинейных систем [39], как
робастных [40], так и неробастных, систем с негауссовскими неопределенно-
стями [41], с неполной информацией о векторе состояния [42, 43] . Продолжа-
ются работы по теории управления дискретными системами.
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Рассмотрены процедуры синтеза методов наведения на объект, манев-
рирующий по сложному закону. Процедуры адаптированы под динамиче-
ские свойства перехватчика, реализуемые за счет трансформации соста-
ва информационного обеспечения и использования результатов прогноза
пространственного положения цели. Приведены результаты моделирова-
ния.
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мация информационного обеспечения, прогноз положения цели.
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1. Введение

Анализ традиционных методов самонаведения [1–4], наиболее распростра-
ненными среди которых являются метод пропорционального наведения и на-
ведения в упрежденную точку встречи, позволяет прийти к заключению, что
они синтезировались автономно без учета динамических свойств ЛА-пере-
хватчиков (где ЛА – летательный аппарат) при условии, что цель не манев-
рирует.

Такой подход при реализации систем перехвата неманеврирующих и сла-
боманеврирующих целей не накладывает каких-либо существенных ограни-
чений на свойства ЛА-перехватчиков (кроме максимально допустимой пе-
регрузки). Однако при перехвате интенсивно маневрирующих целей такой
подход не обеспечивает нужных показателей перехвата, требуя улучшения
маневренных свойств ЛА-перехватчика, адаптируя их под сложный харак-
тер изменения координат относительного и абсолютного движения цели.

В свою очередь, это требует больших временных и материальных затрат и
не может быть универсальным приемом из-за широкого спектра возможных
маневров целей.

71



В связи с этим весьма востребованной является разработка способов оп-
тимизации, учитывающих динамические свойства перехватчиков.

Актуальность решения этой задачи возрастает в связи с расширением но-
менклатуры высокоскоростных летательных аппаратов (ВСЛА), способных
маневрировать по сложным законам, в том числе и со сменой величины и
знаков производных угловых координат [4]. В связи с этим весьма востре-
бована разработка методов оптимизации, способных сформировать законы
управления, учитывающие динамические свойства носителей средств пере-
хвата [5, 6, 8, 9].

В общем случае учет инерционности перехватчика может быть осуществ-
лен различными способами:

• взвешиванием коэффициентов ошибок управления в соответствии с посто-
янной времени носителя и коэффициентом передачи сигналов управления
носителя, что характерно для оптимизации по классическим методам ста-
тистической теории оптимального управления [5, 6];

• учетом несоответствия динамических свойств цели и перехватчика непо-
средственно в законе наведения [5, 6];

• формированием законов наведения с нелинейной (кубической) зависимо-
стью от комбинаций ошибок управления, косвенно учитывающих инерци-
онность носителя [5, 6];

• трансформацией воздействующих на носитель входных сигналов, адап-
тированной под оптимизацию его конкретного типа, расширяющей число
корректирующих поправок;

• путем формирования закона наведения по результатам прогноза положе-
ния цели на интервал времени, определяемый инерционностью носителя.

Необходимо отметить, что первые три способа подробно рассмотрены в
[5, 6].

Целью статьи является рассмотрение способов оптимизации, основанных
на трансформации входных сигналов и использовании результатов прогноза
пространственного положения цели.

2. Оптимизация методов наведения на основе
трансформации входных сигналов

Суть рассматриваемого способа состоит в искусственном увеличении чис-
ла корректирующих входных сигналов, в той или иной степени компенсирую-
щих инерционность перехватчика с конкретными летно-техническими харак-
теристиками.

Такой подход требует изменения только алгоритмов информационного
обеспечения, не затрагивая сам ЛА-перехватчик.

Необходимо отметить, что требуемое преобразование входных сигналов,
обеспечивающее дальнейшую оптимизацию системы наведения, может быть
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получено при использовании алгоритмов статистической теории оптимально-
го управления [1, 3].

В наиболее простом варианте, основанном на локальной оптимизации [1],
она позволяет для системы с заданной частью

ẋу(t) = Fуxу(t) + Bуu(t) + ξу(t),(2.1)

предназначенной для отработки многомерного процесса

ẋт(t) = Fтxт(t) + ξт(t),(2.2)

при наличии наблюдений

z(t) = Hx(t) + ξz(t)(2.3)

найти закон управления

u(t) = K−1BуQ[x̂т(t)− x̂у(t)],(2.4)

оптимальный по минимуму функционала качества

I =M



[xт(t)− xу(t)]

TQ[xт(t)− xу(t)] +

t∫

0

uT(t)Ku(t)dt



 .(2.5)

Здесь: xу и xт – n-мерные векторы состояния; Fу и Fт – матрицы внутренних
связей процессов (2.1) и (2.2); u – r-мерный (r 6 n) вектор управления; Bу –
матрица эффективности сигналов управления; z –m-мерный (m 6 2n) вектор

измерений сигналов управления; x =
[
xT
т xT

у

]T
– составной вектор; H – матри-

ца связи z и x; ξу, ξт и ξи – векторы шумов состояния (2.1), (2.2) и измерений
(2.3), Q и K – матрицы штрафов за точность и экономичность функциони-
рования; t – текущее время; M{•} – математическое ожидание при условии,
что имеются измерения (2.3); x̂у и x̂т – оптимальные оценки (2.1) и (2.2).

В общем случае совершенство любой системы управления, определяемое
ее способностью реагировать на изменения входного воздействия, обуслов-
лено числом обратных связей и наличием корректирующих сигналов. При
этом число возможных обратных связей определяется размерностью задан-
ной части (2.1), а число корректирующих сигналов зависит от размерности
используемого вектора входных воздействий (2.2).

Цель раздела 2 – оценить возможность разработки метода наведения ле-
тательных аппаратов на интенсивно маневрирующие цели, основанного на
трансформации входных сигналов.

2.1. Синтез закона управления

В математическом плане решаемая задача синтеза формулируется сле-
дующим образом.
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Рис. 1. Геометрия взаимного расположения цели и перехватчика
в декартовой системе координат.

Для носителя, определяемого упрощенной моделью ЛА [6]

ϕ̇н = ωн, ϕн(0) = ϕз;

ω̇н = − 1

Tн

ωн +
b

Tн

u, ωн(0) = ωз,
(2.6)

предназначенного для наведения на объект, движущийся по закону

ϕц = f(t), ϕц(0) = ϕц0,(2.7)

где f(t) – гладкая функция, дифференцируемая nт раз (nт > 2), по измере-
ниям

ϕи = ϕц + ξи,(2.8)

необходимо найти сигнал u управления ЛА-перехватчиком, оптимальный по
минимуму функционала (2.5), обеспечивающий перехват объекта, маневри-
рующего по сложной траектории со сменой знака производной ϕц (2.7) с про-
махом h, не превышающим допустимое значение hдоп.

В выражениях (2.6)–(2.8): ϕц и ϕн – соответственно пеленг цели и угол
направления полета перехватчика с начальными значениями ϕц0 и ϕз; ωц =
= ϕ̇ц и ωн – угловые скорости линии визирования цели и направления полета
перехватчика соответственно с начальными значениями ωц0 и ωз; b и Tн – ко-
эффициент усиления и постоянная времени перехватчика, характеризующие
его динамические свойства; u – сигнал управления. В формулах (2.6)–(2.8)
и в дальнейшем для упрощения записей опускается зависимость переменных
от времени.

Геометрические соотношения между углами для вертикальной плоскости
показаны на рис. 1.
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На этом рисунке Oц – точка расположения цели, Vц и Vн – векторы ско-
рости цели и перехватчика, ϕц – угол визирования цели, ϕн – угол, характе-
ризующий направление полета носителя.

Для реализации сложной траектории движения перехватываемого объек-
та [4] в его модели (2.7) должны учитываться высокие производные угла
визирования ϕц.

Для определенности представим входное воздействие (2.7) в виде вектора
четвертого порядка:

ϕ̇ц = ωц, ϕц(0) = ϕц0;

ω̇ц = aц, ωц(0) = ωц0;

ȧц = ω̈ц = jц, aц(0) = aц0;

j̇ц =
...
ωц = 0, jц(0) = jц0,

(2.9)

дополнив модель заданной части (2.6) двумя уравнениями

ȧн = 0, aн(0) = 0;

j̇н = 0, jн(0) = 0.
(2.10)

Поставив в соответствие (2.6), (2.10) и (2.9) с (2.1), (2.2), в приложении
к (2.5), получим:

xт =




ϕц

ωц

aц

jц


 , xу =




ϕн

ωн

0
0


 , u = u, Bу =




0
b/Tн

0
0


 ,

Q =




q11 q12 q13 q14
q21 q22 q23 q24
q31 q32 q33 q34
q41 q42 q43 q44


 , K = Kн,

(2.11)

где размерность матрицы штрафов Q расширена в связи с увеличением раз-
мерности векторов xу и xт.

Необходимо подчеркнуть, что модель носителя (2.6), (2.10) не соответству-
ет более сложной модели входного воздействия (2.9), и отработка им этого
воздействия без принятия дополнительных мер будет неоптимальна.

Используя полученные выражения (2.11) в (2.4), получим:

u = K−1
н

[
0

b

Tн

0 0

]



q11 q12 q13 q14
q21 q22 q23 q24
q31 q32 q33 q34
q41 q42 q43 q44







ϕ̂ц − ϕ̂н

ω̂ц − ω̂н

ˆ̇ωц − 0
ˆ̈ωц − 0


 ,

u1 =
bq21
KнTн

(ϕ̂ц − ϕ̂н) +
bq22
KнTн

(ω̂ц − ω̂н) +
bq23
KнTн

ˆ̇ωц +
bq24
KнTн

ˆ̈ωц.(2.12)
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Анализ (2.12) позволяет сделать следующие выводы.

Трансформированный сигнал управления, воздействующий на перехват-
чик, отличается от типового, вытекающего из (2.6) [6], использованием допол-
нительных слагаемых, учитывающих производные угловой скорости ˆ̇ωц и ˆ̈ωц.
При этом весовые коэффициенты ошибок управления определяются пара-
метрами (b/Tн) заданной части (2.6), ограничениями на величину сигнала
управления (Kн) и значимостью отдельных слагаемых для сигнала управле-
ния в целом (q21, q22, q23, q24).

Полученный сигнал управления представляется совокупностью слагае-
мых, формируемых с учетом отрицательных обратных связей, число которых
определяется размерностью модели заданной части (2.6), и корректирующих
поправок, число которых зависит от сложности представления входных воз-
действий.

Для реализации требуемого закона управления необходимо иметь оценки
ϕ̂ц, ω̂ц, ϕ̂н, ω̂н, ˆ̇ωц, ˆ̈ωц, которые могут быть сформированы по различным пра-
вилам [5, 9, 10], что несколько усложняет систему сопровождения [6], однако
не требует доработки носителя (2.6), обеспечивая его оптимальность по ми-
нимуму функционала (2.5).

Учет в законе управления перехватчиком более высоких производных ˆ̇ωц

и ˆ̈ωц предопределяет его способность сопровождать цели, движущиеся по
более сложным законам.

2.2. Анализ эффективности закона управления

Задача исследований – определить возможности синтезированного зако-
на управления и его упрощенных разновидностей по перехвату интенсивно
маневрирующих целей.

Анализ эффективности закона управления (2.12) проводился по резуль-
татам моделирования процедуры наведения перехватчика (2.6) в передней
полусфере на цель, движущуюся по сложной траектории со сменой знака
производных угловых координат при условии, что все координаты состояния
ϕц, ωц, ϕн, ωн, ω̇ц, ω̈ц, используемые в (2.6), оцениваются идеально точно.

В процессе моделирования сравнивались результаты использования в (2.6)
трех модификаций законов управления, определяющих различную степень
адаптации носителя к входным воздействиям:

u1 − определяемого законом (2.12);

u2 =
bq21
KнTн

(ϕ̂ц − ϕ̂н) +
bq22
KнTн

(ω̂ц − ω̂н) +
bq23
KнTн

ˆ̇ωц;(2.13)

u3 =
bq21
KнTн

(ϕ̂ц − ϕ̂н) +
bq22
KнTн

(ω̂ц − ω̂н).(2.14)
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Рис. 3. Зависимость текущего промаха от времени.

Эффективность наведения оценивалась по величине текущего промаха
h = Д2ωц/Vо, где Д и Vо – дальность до цели и относительная скорость,
при различных значениях постоянной времени Tн.

На рис. 2 и 3 для одного из вариантов исследований приведены траектории
полета цели (Ц) и перехватчика (Р), управляемых по законам (2.12), (2.13),
(2.14), и соответствующие этим законам конечные и текущие промахи. Точ-
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ками обозначены положения цели и перехватчиков в одинаковые моменты
времени.

Из рисунков видно, что использование классического метода наведения
(2.14) не обеспечивает перехват сложноманеврирующей цели, в то время как
использование законов (2.12), (2.13) реализует высокоточный перехват.

Проведенные исследования показали:

• для исследуемой траектории полета цели учет в законе управления (2.12)
ω̇ц имеет более высокую значимость для повышения точности наведения,
чем учет ω̈ц;

• использование более инерционных перехватчиков (Tн2 = 2Tн1) приводит к
незначительному увеличению промахов в (2.12), (2.13) и к существенному
увеличению промахов в (2.14);

• аналогичные результаты имеют место при увеличении скорости цели
(Vц2 = 2Vц1).

Комплекс проведенных исследований подтвердил работоспособность пред-
ложенного варианта оптимизации систем наведения, основанного на транс-
формации входного воздействия в широком диапазоне скоростей цели и инер-
ционности перехватчика.

Манипулируя видом исходных моделей (2.7), (2.9), составом матриц штра-
фов Q и K в (2.5), (2.11) и характером их изменения во времени, можно
получить обширный набор методов наведения, в той или иной степени удо-
влетворяющих требованиям, изложенным в первой части статьи [7].

В качестве недостатка рассмотренного способа оптимизации необходимо
отметить необходимость оценивания производных угловой скорости, что яв-
ляется отнюдь не тривиальной задачей, один из вариантов решения которой
рассмотрен в [6].

3. Оптимизация наведения на основе прогноза
пространственного положения цели

В разделе 2 был рассмотрен вариант оптимизации, основанный на адап-
тации метода наведения под конкретный тип носителя, что существенно уде-
шевляет процедуру разработки системы перехвата ВСЛА. Однако возможен
и другой подход, основанный на адаптации носителя под конкретную разно-
видность метода наведения без изменения своих динамических свойств.

Суть такого подхода основана на компенсации тем или иным способом
запаздывания реакции носителя на управляющее воздействие, вызываемое
его инерционностью и наличием зоны нечувствительности.

На рис. 4 эти особенности качественно проиллюстрированы наличием зоны
нечувствительности tнч, определяющей запаздывание реакции носителя на
малый управляющий сигнал (рис. 4,а), и постоянной времени Tн (рис. 4,б ) в
процессе изменения направления полета носителя под действием управляю-
щего сигнала jн.
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Рис. 4. Временные взаимосвязи входного воздействия – а и реакции на него – б.

Компенсация временного отставания реакции носителя на управляющее
воздействие может быть осуществлена различными способами. Один из них,
основанный на учете в законе управления несоответствия динамических
свойств цели и перехватчика [6], эффективен только на малых расстояни-
ях до цели. Второй, основанный на формировании ошибок управления не по
текущему положению цели, а по ее прогнозу на известное время запаздыва-
ния в отработке носителем управляющих сигналов, действует на протяжении
всей процедуры наведения.

Необходимо подчеркнуть, что оба подхода могут быть достаточно просто
реализованы на базе локального варианта статистической теории оптималь-
ного управления (СТОУ) с учетом измеряемых возмущений [5].

В общем случае этот вариант позволяет для системы

ẋу(t) = Fуxу(t) + Bуu(t) + sу(t) + ξу(t), xу(0) = xу0,(3.1)

предназначенной для отработки процесса

ẋт(t) = Fтxт(t) + ξт(t), xт(0) = xт0,(3.2)

при наличии измерений

z(t) = H
[
xT

т (t) xT
у (t)

]T
+ ξz(t)(3.3)

сформировать управление

u(t) = K−1BT
у [Q (x̂т(t)− x̂у(t))−Gŝу(t)] ,(3.4)

оптимальное по минимуму функционала

I =M



∆xT(t)Q∆x(t)+2∆xT(t)Gsу(t)+ sTу (t)Qsу(t)+

t∫

0

uT(t)Ku(t)dt



,(3.5)

∆x(t) = xт(t)− xу(t).(3.6)

Здесь: sу и ŝу – n-мерные векторы измеряемых возмущений и их оптимальных
оценок, G – неотрицательно определенная весовая матрица возмущений.

Цель раздела 3 – оценить возможность использования аппарата (3.1)–(3.6)
для синтеза методов перехвата ВСЛА.
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3.1. Синтез закона управления

В приложении к решаемой задаче ее постановка может быть сформулиро-
вана следующим образом. Для перехватчика

ϕ̇н(t) = ωн(t), ϕн(0) = ϕн0;

ω̇н(t) = −
1

Tн

ωн(t) +
b

Tн

jн(t), ωн(0) = ωн0,
(3.7)

предназначенного для перехвата ВСЛА, по результатам прогноза его про-
странственного положения на время Tпр:

ϕ̇ц(t+ Tпр) = ωц(t) + ω̇ц(t)Tпр, ϕц(0) = ϕц(Tпр);

ω̇ц(t+ Tпр) = −
2Д̇(t)

Д(t)
ωц(t) +

1

Д(t)
(jц(t)− jн(t)) + ω̈ц(t)Tпр,

ωц(0) = ωц(Tпр),

(3.8)

необходимо сформировать сигнал управления jн, оптимальный по минимуму
функционала качества

I =M





[
∆ϕ

∆ω

]T [
q11 q12

q21 q22

][
∆ϕ

∆ω

]
+ 2

[
∆ϕ

∆ω

]T [
g11 g12

g21 g22

]
×

×




ω̇цTпр

(
1

Tн

− 2Д̇

Д

)
ωц + ω̈цTпр


+




ω̇цTпр

(
1

Tн

− 2Д̇

Д

)
ωц + ω̈цTпр




T

×

×
[
q11 q12
q21 q22

]



ω̇цTпр

(
1

Tн

− 2Д̇

Д

)
ωц + ω̈цTпр


+

t∫

0

j2нKнdt




.

(3.9)

Геометрия взаимного расположения цели и перехватчика показана на
рис. 3.1.

В (3.9) и далее для простоты будет опущена зависимость переменных от
времени.

Используя (3.7) и (3.8) в (3.6), получим систему уравнений:

∆ϕ̇ = ϕ̇ц − ϕ̇н = ∆ω + ω̇цTпр,

∆ω̇ = ω̇ц − ω̇н = − 1

Tн

∆ω − b

Tн

jн +
1

Tн

ωц + ω̇ц + ω̈цTпр,
(3.10)
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из которой следует, что несоответствие динамических свойств цели и пе-
рехватчика, играющих роль измеряемого возмущения, определяется векто-
ром [5]

sу =




ω̇цTпр

(
1

Tн

− 2Д̇

Д

)
ωц + ω̈цTпр


 .(3.11)

Используя (3.10), (3.11) в (3.4), получим:

jн =
1

Kн

[
0

b

Tн

]




[
q11 q12
q21 q22

] [
∆ϕ̂
∆ω̂

]
−
[
g11 g12
g21 g22

]
×

×




ˆ̇ωцTпр(
1

Tн

− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂ц + ˆ̈ωцTпр







,

jн =
bq21
KнTн

∆ϕ̂+
bq22
KнTн

∆ω̂ +
bg22
KнTн

(
1

Tн

− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂ц +(3.12)

+
bg21
KнTн

ˆ̇ωцTпр +
bg22
KнTн

ˆ̈ωцTпр.

Анализ (3.12) позволяет сделать следующие выводы.

1. При выполнении условия Vн > Vц полученный метод является всера-
курсным и всевысотным. Всеракурсность обеспечивается учетом знаков уг-
ловых ошибок и угловой скорости линии визирования (УСЛВ) и ее произ-
водных. Всевысотность обеспечивается использованием в качестве управляю-
щего сигнала поперечного ускорения, а не рулей, эффективность которых
зависит от плотности воздуха (высоты).

2. Учет в законе управления производных УСЛВ ω̇ц и ω̈ц позволяет обес-
печивать наведение на цели, маневрирующие по сложным законам.

3. Значимость последних трех слагаемых возрастает по мере приближения
к цели и увеличения времени прогноза.

4. Для реализации полученного закона наведения необходимо иметь опти-
мальные оценки дальности, скорости сближения, бортовых пеленгов, УСЛВ
и ее производных [5, 10, 11].

3.2. Анализ эффективности закона управления

Задача исследований – определение возможностей закона управления
(3.12) и его упрощенных разновидностей по перехвату интенсивно маневри-
рующих целей.
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Исследования проводились по результатам моделирования процедуры пе-
рехвата цели (3.8), маневрирующей со сменой знака производных, перехват-
чиком (3.7) в передней полусфере при условии, что Vн < Vц и все координаты
состояния измеряются идеально точно.

В процессе исследования сравнивались результаты наведения по различ-
ным законам управления:

j1 − определяемого (3.12);

j2 =
bq21
KнTн

∆ϕ̂+
bq22
KнTн

∆ω̂ +
bg22
KнTн

(
1

Tн

− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂ц +

bg21
KнTн

ˆ̇ωцTпр;

j3 =
bq21
KнTн

∆ϕ̂+
bq22
KнTн

∆ω̂ +
bg22
KнTн

(
1

Tн

− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂ц;

j4 =
bq21
KнTн

∆ϕ̂+
bq22
KнTн

∆ω̂.
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Рис. 7. Текущие промахи перехватчиков.

Эффективность оценивалась по величине текущего и конечного промахов
и величине сигнала управления при различных значениях постоянной време-
ни Tн и времени прогноза Tпр.

На рис. 5, 6 показаны траектории движения цели (Ц) и перехватчиков (П)
с законами управления j1–j4, на которых точками 1–5 показаны их текущие
положения. На рис. 7 и 8 – соответствующие им промахи и ускорения.

Проведенные исследования позволили сделать следующие выводы.

1. Использование законов управления с сигналами j1–j3 позволяет реа-
лизовать достаточно высокую точность, показатели которой ухудшаются по
мере исключения отдельных слагаемых. Использование традиционного мето-
да перехвата с сигналом j4 не обеспечивает перехвата ВСЛА, движущегося
со сменой знака производных угловых координат.

2. С увеличением инерционности носителя точность наведения ухудша-
лась.

3. С увеличением времени прогноза до значения Tпр = 2Tн точность наве-
дения улучшалась.

4. Наведение выполняется в рамках реализуемых поперечных ускорений.
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Рис. 8. Графики изменений управляющих сигналов.

В качестве недостатка можно отметить сложность информационного обес-
печения, обусловленную необходимостью формировать оценки производных
УСЛВ.

4. Заключение

На основе материала, изложенного в статье, можно сделать следующие
выводы.

Математический аппарат локальной оптимизации СТОУ позволяет син-
тезировать методы наведения на ВСЛА, учитывающие динамические свой-
ства носителя. При этом задача может быть решена как минимум двумя
способами.

Первый, основанный на трансформации входных воздействий, обеспечи-
вает адаптацию метода наведения и его информационного обеспечения под
конкретный тип носителя.

Второй основан на формировании управляющего сигнала не по текущему
состоянию перехватчика и цели, а по результатам прогноза положения цели

84



на время, определяемое инерционностью носителя. Оба приема не требуют
переработки носителя для улучшения его маневренности, что существенно
снижает расходы на разработку системы перехвата.

Оба метода обеспечивают возможность перехвата интенсивно маневри-
рующего ВСЛА за счет учета в методах наведения производных угловой ско-
рости, что потребует некоторого усложнения угломерного канала бортовой
радиолокационной системы.
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ВИЗУАЛЬНОЕ СЕРВОУПРАВЛЕНИЕ ДЛЯ ДЕФОРМИРУЕМЫХ
ОБЪЕКТОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ

ПРИМИТИВОВ И ЗАРАНЕЕ СПЛАНИРОВАННЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Представлена новая техника жесткого выравнивания перспективной
камеры с деформациями нежесткого объекта, использующая адаптивный
подход визуального сервопривода. В отличие от существующих методов,
предлагаемый подход не опирается на какие-либо параметрические или
модельные априорные данные о деформации. Предполагая наличие зара-
нее спланированной траектории камеры, наблюдающей за слитно жест-
ким объектом, метод направлен на выравнивание этой траектории во вре-
мя фазы выполнения, используя только наиболее релевантные ориентиры
в качестве априорной информации. Подход не зависит от каких-либо па-
раметрических или непараметрических моделей физики деформации. Он
формулируется как задача отслеживания, встроенная в оптимальную схе-
му визуального управления. Этот процесс отслеживания включает в себя
визуальный сервопривод геометрических особенностей деформируемого
объекта, соединяя этапы планирования и выполнения. Оптимальное визу-
альное управление определяется с использованием критерия взвешенного
метода наименьших квадратов, который минимизирует расстояние меж-
ду опорными признаками и наблюдаемыми в режиме реального времени.
Веса представляют собой зависящие от времени плавные функции, кото-
рые кодируют значимость видимых особенностей объекта. Эксперимен-
тальные результаты демонстрируют способность метода адаптироваться
к различным заранее спланированным траекториям и типам деформаций
без необходимости предварительных знаний, а также его устойчивость к
шуму при обнаружении признаков на изображении.

Ключевые слова: визуальное обслуживание, деформирование объектов,
планирование движения, отслеживание траектории.

DOI: 10.31857/S0005231025020058, EDN: IQPGLO

1. Введение

Визуальное сервоприводное управление относится к использованию дан-
ных компьютерного зрения, полученных с одной или нескольких камер, для
управления их движением. В отличие от задач отслеживания на основе зре-
ния с жесткими объектами, которые достигли определенной зрелости, от-
слеживание с помощью визуального сервопривода на неупругих объектах
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остается сложной задачей. В последние годы это вызвало большой интерес
в сообществах компьютерного зрения и робототехники [1]. Многочисленные
потенциальные применения нацелены на такие области, как дополненная
реальность, медицинская визуализация, роботизированные манипуляции, и
включают работу с огромным разнообразием объектов: ткани, бумага, ре-
зина, вязкие жидкости, кабели, пищевые продукты, органы и т.д [2]. Од-
на из характеристик отслеживания деформируемых объектов заключается
в том, что форма объекта изменяется в процессе отслеживания. Недавние
методы предложили гибридное визуальное сервоприводное управление, раз-
деляющее поступательную скорость по оси Z и три угловые скорости. Такой
метод улучшил производительность классического HVS (гибридного визу-
ального сервоприводного управления) как в плоскости изображения, так и в
рабочем пространстве [3]. Однако разделение степеней свободы камеры на-
кладывает ограничения на коррекцию движения камеры и может привести
к неравномерному отслеживанию деформации объекта. Отслеживание гео-
метрии деформируемых объектов, таких как веревка и ткань, затруднено
из-за непрерывной природы объекта (т.е. бесконечного числа степеней сво-
боды) [4, 5]. Большинство современных методов отслеживания с помощью
визуального сервопривода требуют как знания физических свойств объекта,
так и мониторинга деформаций в реальном времени. Несколько исследова-
ний сосредоточены на мониторинге деформаций в реальном времени, но не
на одновременном управлении деформацией [6]. Эти методы являются высо-
копараметрическими и требуют специфической тонкой настройки, которая
сильно зависит от физики деформаций. В этой работе предлагается надеж-
ный подход к отслеживанию деформации объекта с помощью оптимального
визуального сервопривода. Предполагается наличие заранее спланированной
эталонной траектории камеры, наблюдающей за целевым объектом. Предпо-
лагается, что этот объект описан в сетке, состоящей из набора треугольных
геометрических примитивов. Не предполагается никакого предварительного
знания или информации о типе или физике деформации. В качестве эта-
лонного деформируемого объекта использована печень. Задача формулиру-
ется следующим образом: пусть камера следует по эталонной траектории и
наблюдает за печенью. Если печень деформируется, как лучше всего адап-
тировать траекторию камеры? В контексте роботизированной лапароскопии
это стандартная проблема, которая обычно возлагается на оператора, управ-
ляющего камерой (лапароскопом) с помощью джойстика по рекомендации
хирурга. Эта задача может быть полностью автоматизирована при решении
двух основных вопросов: во-первых, необходима соответствующая система
отслеживания печени, позволяющая следить за 2D-признаками на печени.
Во-вторых, необходим критерий автоматизации, позволяющий адаптировать-
ся к деформациям и соответственно изменять траекторию камеры. В данной
статье предлагается новая стратегия для решения второй проблемы.

Вклад данной работы иллюстрируется на рис. 1. Можно подвести итоги
следующим образом.
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма визуального сервопривода на
основе треугольных сеток для деформируемых объектов.

Эта диаграмма иллюстрирует процесс работы алгоритма визуального серво-
привода на основе треугольных сеток, используемого для управления движе-
нием камеры при наблюдении деформируемого объекта. Процесс начинается
с инициализации эталонной траектории и данных о сетке, после чего проис-
ходит итерация по каждой точке на траектории. Для каждой точки алгоритм
обрабатывает каждый треугольник в сетке объекта, вычисляя ключевые па-
раметры, такие как веса и матрицы взаимодействия. Затем визуальный сер-
воприводный цикл итеративно корректирует позицию и ориентацию камеры,
чтобы минимизировать ошибку между текущим изображением деформиро-
ванного объекта и эталонным изображением (функция задачи), в конечном
итоге создавая оптимизированную траекторию, учитывающую деформацию
объекта.

1) Определение планирования движения на основе камеры для компен-
сации деформаций нежестких объектов жестким движением камеры.
Это определение позволяет формализовать визуальное взаимодействие
между деформируемым объектом и камерой с помощью набора прими-
тивов «камера-треугольник». Эти треугольники являются геометриче-
скими элементами сетки объекта.

2) Если связать функцию непрерывного веса с каждой парой примити-
вов камера-треугольник, то непрерывность вдоль траектории камеры и
позволяет обеспечить плавное отслеживание.
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3) Решение задачи визуального обслуживания и отслеживания в опти-
мальной структуре визуального контроля. Этот предложенный метод
не предполагает каких-либо априорных данных о деформации объекта.
Вышеуказанные весовые функции кодируют релевантность примитивов
камера-треугольник. Наиболее важные примитивы, связанные с мише-
нями, имеют больший вес и позволяют найти оптимальное движение
камеры для компенсации нежестких деформаций.

4) Экспериментальная валидация демонстрирует надежность подхода от-
носительно шумов в обнаружении изображений, вариабельности траек-
торий и типов деформаций.
Статья организована следующим образом. В разделе 2 представлены
связанные современные работы. В разделе 3 вводятся основные инстру-
менты для моделирования. В разделе 4 описывается визуальное серво-
приводное управление с оптимальным визуальным контролем и отсле-
живанием. В разделе 5 представлены экспериментальные результаты и
комментарии. Раздел 6 подводит итоги статьи и очерчивает направле-
ния будущих работ.

2. Связанная работа

Отслеживание и визуальное сервоприводное управление неупругими объ-
ектами – это недавно возникшие открытые проблемы. Многие подходы пред-
лагают использовать физические или основанные на данных механические
модели, встроенные в классические алгоритмы. Эти методы являются высо-
копараметрическими и тонко настраиваются для каждого конкретного типа
деформируемых объектов. В этой статье предлагается универсальный под-
ход, который позволяет жесткому визуальному сервоприводу камеры мак-
симально соответствовать визуальным признакам объектов, подверженных
неупругой деформации. В этом разделе рассматривается литература по ви-
зуальному сервоприводу, визуальному отслеживанию и выравниванию изоб-
ражений.

2.1. Визуальное обслуживание жестких объектов

Классическое визуальное сервоприводное управление – это метод управ-
ления движением робота с использованием обратной связи в реальном вре-
мени от датчиков зрения [7–9]. Визуальное сервоприводное управление имеет
два основных подхода: позиционное визуальное сервоприводное управление
и управление, основанное на изображениях [10, 11]. В этой статье использу-
ется позиционный визуальный контроль, так как предполагается отслежи-
вание функций 2D на целевом деформируемом объекте. Отношения меж-
ду камерой и объектом представлены матрицей взаимодействия. Эта матри-
ца может быть определена в пространстве изображения точками, линиями
или эллипсами и моментами [12, 13]. В этой работе используется матрица
взаимодействия на основе точек. Онa используется в качестве элементарного
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строительного блока для матриц взаимодействия на основе треугольников.
Треугольники являются примитивами, образующими поверхность деформи-
руемой формы. Поскольку эта проблема существует уже давно, перечень ви-
зуального обслуживания жестких объектов является обширным и не может
быть охвачен в настоящем разделе. Здесь рассмотрим некоторые основные
результаты этих работ. Джанаби и др. [14] используют уменьшенный набор
отверстий, окружностей и клиньев как характеристики для их доступности
во многих промышленных частях и для их легкого и надежного извлече-
ния. B [15] моменты, рассчитанные с помощью сегментации изображения,
используются для определения аналитической формы матрицы взаимодей-
ствия. B [16] предложена техника визуального сервопривода на основе мар-
керов для автоматического позиционирования камеры в случае роботизиро-
ванной минимально инвазивной хирургии. Такой подход заключается в том,
чтобы держать последующий хирургический инструмент в пределах изобра-
жения камеры. Это делается путем постоянной настройки позы эндоскопиче-
ской манипуляции с камерой вместо того, чтобы держать инструмент в центре
изображения. Кроме того, матрица взаимодействия может быть определена
гибридным визуальным сервированием, совмещающим визуальное сервиро-
вание на основе изображений и позиционное визуальное сервирование. B [17]
предложена стратегия управления в реальном времени и без инверсии с по-
мощью алгоритма модельного прогнозирования на основе выборки для визу-
альных методов, основанных как на изображениях, так и на положении. Они
учитывали системные ограничения и параметры неопределенности, связан-
ные с роботом и измерениями камеры. В данной статье не рассматриваются
неопределенности модели и не используется схема предиктивного управле-
ния. Вместо этого используется структурa оптимального визуального управ-
ления, чтобы компенсировать как шум, так и деформации. Предлагается ис-
пользовать непрерывные весовые функции на треугольных примитивах для
учета их значимости при отслеживании опорной траектории.

2.2. Визуальное обслуживание нежестких объектов

Роботизированная манипуляция нежесткими объектами является слож-
ной задачей из-за деформаций, которые возникают и добавляют несколько
степеней свободы к исходной задаче с жесткими объектами. Среди деформа-
ций можно упомянуть сдвиг, масштабирование, растяжение, кручение, сжа-
тие и т.д. Человеческие органы являются актуальными примерами нежестких
объектов с разнообразными формами и деформационными поведениями [18].
Использование таких объектов с визуальным сервированием позволяет ав-
томатизировать проблемы в медицинском и хирургическом контекстах. На-
пример, дополненная реальность накладывает МРТ (магнитно-резонансную
томографию) изображения на поток живой лапароскопии [2], роботизирован-
ная лапароскопия – для направления лапароскопа и т.д. B [19] представлен
контроллер, основанный на глубокой нейронной сети для управления положе-
нием и формой деформируемых объектов с неизвестными деформационны-
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ми свойствами. Рассмотрены нелинейные свойства деформируемых объектов
и использована многослойная нейронная сеть для моделирования функции
отображения. В этой работе не используется никакая предварительная мо-
дель деформации органа, а используется набор функций непрерывного веса,
который позволяет учитывать соответствующие регионы, чтобы сосредото-
читься на нем. B [20] представлена гистограмма ориентированных морщин
для описания вариаций формы сильно деформируемого объекта. Характе-
ристики деформируемого объекта рассчитываются путем применения филь-
тров Габора и выделения компонентов высокой и низкой частоты, предвари-
тельно была вычислена визуальная обратная связь с использованием фазы
обучения в автономном режиме, которая хранит соответствие между этими
визуальными характеристиками и скоростью конечного эффектора. Предла-
гаемый здесь подход использует оптимальную настройку визуального управ-
ления, которая осуществляет встроенную коррекцию камеры без необходимо-
сти получения данных или тренировки нейронных сетей. B [21] разработан
сервоалгоритм, который может изучать нелинейную деформационную функ-
цию вместе с процессом манипуляции. При этом используется гауссовская
регрессия процессов для моделирования и изучения параметров деформации
мягкого объекта. В данной статье предлагается общий подход, который поз-
воляет жесткому видеосервису максимально адаптировать визуальные осо-
бенности объектов, подверженных нежесткой деформации. В предлагаемом
способе используется треугольное сетчатое представление визуализируемого
объекта, вычисляется относительное жесткое изменение положения камеры,
которое соответствует наиболее подходящим примитивам треугольника, не
полностью игнорируя остатки.

2.3. Визуальное отслеживание нежестких объектов

Отслеживающая деформация изучалась в нескольких работах [22–25].
B [26] представлен двухэтапный метод отслеживания объектов. Здесь ис-
пользовался метод на основе ядра для эффективного обнаружения объекта
в сложных условиях с перемещением камеры. Для повышения точности от-
слеживания использовался контурный метод, позволяющий четко следовать
контуру объекта после определения его местоположения. B [27] предполага-
лось, что расширение объекта деформируется по сравнению с эталоном пу-
тем перемещения определенных контрольных точек последнего к контроль-
ным точкам старого объекта. В предлагаемом здесь методе не рассматри-
вается ни одной модели деформированного объекта, компенсация движения
основана на соответствующих различиях характеристик изображения. B [28]
представлена генеративная модель деформации тела, которая имеет способ-
ность выразить движение каждой основной части объекта. B [29] представлен
новый подход для отслеживания деформируемой анатомической мишени в
объeмах 3D-ультразвука. Этот метод способен оценить деформации, вызван-
ные физиологическими движениями пациента. Оценка смещения движущих-
ся структур осуществляется с помощью подхода, основанного на интенсив-
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ности, в сочетании с физической моделью. Это позволяет сделать оценку
менее чувствительной к шуму на изображении. Предлагаемый здесь метод
не обрабатывает 3D-реконструкцию объекта и фокусируется только на наи-
лучшем движении камеры для компенсации деформаций и, в конечном счете,
шума. B [30] был предложен метод 3D-слежения, который упорядочивается
статистической моделью движения, полученной из биомеханического модели-
рования. Однако этот метод требует ручного определения конкретных точек
целевого объекта (здесь предстательная железа) на каждом ультразвуковом
кадре, чтобы управлять моделью. B [31] разработана система, которая отсле-
живает траекторию линии, нарисованной на гибком объекте. Также была оце-
нена эффективность слежения со скоростью и точностью при наличии многих
неопределенностей, основанных на динамической компенсации. В предлагае-
мом подходе нет шаблона, который нарисован на целевом объекте. Вместо
этого набор весовых функций заранее определен для предварительно выбран-
ных областей деформируемых объектов. Эти области определяются в наборе
треугольников сетки объекта.

2.4. Выравнивание изображения

Выравнивание изображений заключается в выравнивании двух или бо-
лее изображений одной и той же сцены по общей пространственной оси. Оно
играет важную роль в компьютерном зрении и графике, таких как восстанов-
ление структуры из движения, 3D реконструкция, отслеживание движения и
восстановление [32, 33]. Проблему, которая здесь решается, можно рассматри-
вать как выравнивание изображения деформируемой сцены. Действительно,
компенсация движения камеры, которая рассчитывается предлагаемым ме-
тодом, также может быть использована для выравнивания текущего изобра-
жения с эталонным изображением по заданной траектории. B [34] предложен
метод выравнивания края гибкого листового объекта по заданному отрез-
ку линии в трехмерном пространстве. Произведена онлайн-оценкa относи-
тельной позиции между концом края и рукой робота в визуальном законе
управления сервированием. Метод авторов опирается на характерные точ-
ки, а не на особенности линий. B [35] фокусируются на параметрическом и
непараметрическом методе выравнивания, которые имеют дополнительную
силу. Предложено параметрическое выравнивание на основе признаков с ис-
пользованием одной или нескольких гомографий, за которыми следует непа-
раметрическое выравнивание в пиксельной форме. Метод авторов непара-
метричен относительно деформации объекта. B [36] предложен спектрально-
пространственный взвешенный метод встроенного выравнивания распреде-
ления ядерного многообразия для классификации изображений дистанцион-
ного зондирования. Использован фильтр для выражения среднего спектра
соседних образцов пикселей из каждого образца пикселя. В этой работе авто-
ры рассматривают точки двумерных признаков как известные. B [37] пред-
ложен способ визуального сервопривода для перемещения ультразвукового
зонда, используя робота для выравнивания плоскости изображения зонда с
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иглой. Способ сегментирует иглу и обновляет набор визуальных признаков
на основе модели иглы. Для отслеживания процесса центровки используется
конечный автомат, а для управления датчиком в различных состояниях ис-
пользуются различные визуальные элементы. В этой статье авторы рассмат-
ривают перспективную модель камеры. Предложенный способ может быть
применен к ультразвуковым датчикам, однако потребуется изменить модель
проекции, которая используется в данной статье. B [38] была представлена
система тактильной обратной связи на основе зрения, предназначенная для
помощи в перемещении эндоскопического устройства во время капсульной
эндоскопии. Она позволяет пользователю контролировать движение капсулы
вдоль сгенерированного пути. Тактильный модуль также помогает оператору,
преобразуя 3D-карты и относительные пути в направляющую виртуальную
силу. Измеряя текущее относительное расстояние между вводом пользовате-
ля и границами карт, модуль тактильного управления проверяет, удаляется
ли пользователь или приближается к стенкам толстой кишки, и генерирует
обратную силу, чтобы помочь оператору во время навигационной процеду-
ры. Пользователь также будет ощущать притягивающую виртуальную си-
лу обратной связи в направлении сгенерированного пути, что поможет ему
в навигации. Предложенный здесь метод может быть применен для подачи
необходимой коррекции в тактильный модуль. Вместо компенсации траек-
тории камеры корректируется траектория капсулы с помощью управления
тактильным джойстиком.

3. Визуальные примитивы и интерактивное моделирование

3.1. Определения

3.1.1. Треугольник
Рассмотрим треугольник T как базовый геометрический примитив, со-

стоящий из трех точек в трехмерной рабочей области. Пусть L = R9 –
конфигурационное пространство этого примитива. Обозначим через l =
= (X1,X2,X3, Y1, Y2, Y3, Z1, Z2, Z3)

⊤ конфигурацию T в L, где (Xi, Yi, Zi)
⊤,

1 6 i 6 3 являются координатами трех вершин, образующих треугольник T .
Индекс i представляет число вершин рассматриваемого треугольника.

3.1.2. Камера
Обозначим как C камеру, которая отображает один или несколько тре-

угольных примитивов на 2D-объект в пространстве изображения. Пусть C =
= SE(3) будет конфигурационным пространством этого датчика. Обозначим
через c конфигурацию камеры в пространстве C.

3.1.3 Чувство треугольника
Восприятие треугольника T камерой C можно охарактеризовать непре-

рывным отображением:

Π : C × T → Ic,l,(1)

(c, l) 7→ Π(c, l).(2)
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Рис. 2. Перспективная проекция треугольника на плоскость
изображения камеры.

Это связывает с каждой конфигурацией камеры и треугольника функцию
в пространстве изображения Ic,l ⊂ R6. Пространство изображения состоит
из проекции тройки точек, описывающих интересующий треугольник (см.
рис. 2). Π обычно определяется для подмножества C × T соответствующим
конфигурациям пары камеры и треугольника, который должен находиться в
поле зрения камеры. В случае перспективной камеры Π может быть записан
как

Π(c, l)
(
x1 = X1/Z1, x2 = X2/Z2, x3 = X3/Z3,

y1 = Y1/Z1, y2 = Y2/Z2, y3 = Y3/Z3

)⊤
.

(3)

3.2. Локализация и визуальное обслуживание

3.2.1. Уравнение локализации
Рассмотрим камеру в конфигурации c ∈ C. Давайте рассмотрим m тре-

угольников T1, . . . , Tmизвестных конфигураций l1, . . . , lm ∈ L, где каждый из
них виден с камеры C. Таким образом, каждая пара (C, Ti) из треугольника-
камеры описывается уравнением локализации:

Π(c, li) = imi,(4)

где imi ∈ Ic,li является проекцией Ti в пространстве изображений. imi =
= (x1, x2, x3, y1, y2, y3)

⊤, c и li рассматриваются в следующем разделе.
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3.2.2. Визуальное обслуживание справочной конфигурации
Если ожидается, что камера будет следовать по эталонной траектории,

просматривая эталонный объект, который может деформироваться, то ре-
зультат уравнения (4), как ожидается, будет в районе эталонной конфигура-
ции камеры и эталонной конфигурации объекта. Если пренебречь остатком
линеаризации, то уравнение ( 4) может быть линеаризовано следующим об-
разом:

∂Π

∂c
(c0, l0i)(c− c0) +

∂Π

∂l
(c0, l0i)(li − l0i) = imi − im0i.(5)

Здесь c0 – это эталонная конфигурация камеры на заранее определенной тра-
ектории, l0i – ожидаемая эталонная конфигурация рассматриваемого тре-
угольника с эталонными характеристиками im0i в пространстве изображе-
ний Ic,li . Во время выполнения обе эти эталонные конфигурации могут от-
личаться от конфигураций среды выполнения по двум основным причинам:
дрейф камеры и деформация объекта. Эти соображения верны, если предпо-
ложить, что локализация выполняется на высокой частоте [39] (быстрее, чем
и контрольная петля камеры, и динамика деформации объекта).

imi и im0i соответственно представляют собой изображение треугольни-
ка Ti на датчике C и ожидаемое изображение, т.е. изображение, которое было
бы видно из конфигурации c0, если не было дрейфа камеры и деформации
объекта.

∂Π
∂c – матрица Якобиана порядка 6 представляет изменение изображения

по отношению к изменению конфигурации камеры. Эта матрица Якоби про-
исходит от геометрических свойств камеры и треугольника и представляет
собой так называемую матрицу взаимодействия в классической визуальной
сервирующей терминологии. ∂Π

∂l – матрица Якоби порядка 6× 9, представ-
ляющая изменение изображения в зависимости от изменения конфигурации
треугольника. Эта матрица Якоби является нулевой матрицей в случае неде-
формирующихся объектов. Большинство предыдущих работ смоделировали
эту матрицу либо с помощью физических уравнений деформаций, либо с
помощью алгоритмов машинного обучения, управляемых данными [40–42].
В этой работе используется оптимальная структура визуального контроля
для внедрения контрольного цикла алгоритма визуального обслуживания.
Этот подход позволяет учитывать деформационное поведение без необходи-
мости численного вычисления или регресса деформаций. Сначала сосредо-
точимся на аналитической формулировке матрицы взаимодействия. Хорошо
известно, что для одной точки в 3D-коррдинатах (X,Y,Z), воспринимаемой в
2D-координатах (x, y), матрица взаимодействия, которая связывает вариации
положения камеры с вариациями 2D-координат проецируемого изображения,
записывается как [15]

L(x, y, Z) =

[
Lu(x, y, Z)

Lv(x, y, Z)

]
=



1

Z
0
−y
Z

−xy 1 + x2 −y

0
1

Z

−y
Z
−(1 + y2) xy x


 .(6)
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Предполагается, что внутренние компоненты камеры известны и отлича-
ются от координат пикселей. Если рассматривать треугольник T в координа-
тах отсчета l0 = (X0

1 ,X
0
2 ,X

0
3 , Y

0
1 , Y

0
2 , Y

0
3 , Z

0
1 , Z

0
2 , Z

0
3 )

⊤ (см., например, рис. 2),
то можно представить связанную матрицу взаимодействия как

∂Π

∂c
(c0, l0i) =




Lu(x
0i
1 , y

0i
1 , Z

0i
1 )

Lu(x
0i
2 , y

0i
2 , Z

0i
2 )

Lu(x
0i
3 , y

0i
3 , Z

0i
3 )

Lv(x
0i
1 , y

0i
1 , Z

0i
1 )

Lv(x
0i
2 , y

0i
2 , Z

0i
2 ))

Lv((x
0i
3 , y

0i
3 , Z

0i
3 )




,(7)

где im0 = (x01, x
0
2, x

0
3, y

0
1 , y

0
2 , y

0
3, z

0
1 , z

0
2 , z

0
3)

⊤ является контрольной проекцией
треугольника на плоскость камеры (фокусное расстояние и центр камеры
считаются известными и незаданными). Для получения более подробной ин-
формации об определении c и ∂Π

∂c (c0, l0i) см. Приложение.

3.2.3. Взвешенное трехстороннее визуальное обслуживание на жестких
объектах

Если считаем объект жестким, то li = l0i для всех m треугольников, и
уравнение 5 упрощается

∂Π

∂c
(c0, l0i)(c− c0) = imi − im0i.(8)

Классические визуальные сервирующие подходы на жестких объектах за-
ключаются в решении для позы камеры c такого уравнения для всего множе-
ства треугольников. Это уравнение определяет и решает локальную задачу,
которая заключается в подгонке текущего вида треугольника к ожидаемо-
му. Можно также назначить положительные вещественные веса треугольни-
кам объекта, которые имеют отношение к текущей задаче. Вышеприведенное
уравнение оказывается

wi
∂Π

∂c
(c0, l0i)(c− c0) = wi(imi − im0i).(9)

Здесь wi – присвоенный вес треугольнику Li. Рассматривая весь набор тре-
угольников, составляющих объекты с соответствующим набором весов, по-
строим следующую систему уравнений:

W (c− c0) = IM − IM0,(10)

где

W =




w0
∂Π

∂c
(c, l0)

...

wm
∂Π

∂C
(c, lm)



,(11)

96



IM =



w1im1

...
wmimm


 и IM0 =



w1im01

...
wmim0m


 .(12)

Для решения уравнения (10) для положения камеры в случае жесткого объек-
та можно принять во внимание множество факторов. Например, шум при из-
мерении положения треугольника на изображении, неточность формы трех-
мерного объекта, которая была предварительно отсканирована или смодели-
рована, и т.д. Если число треугольников слишком велико, система уравне-
ний (10) не имеет точного решения. Наоборот, если система уравнений (10)
не определена, существует бесконечное число возможных положений камеры,
которые удовлетворяют ему. В этом случае для решения могут быть приня-
ты такие соображения, как решение о минимальных нормах, как это было
сделано в [39]. В следующем разделе опишем третий вклад авторов, который
заключается во встраивании взвешенного треугольного визуального серви-
рующего формализма в оптимальную структуру визуального контроля для
нежестких объектов. Такое встраивание позволяет рассчитать коррекцию для
наложения на движение камеры при отслеживании опорной траектории на
деформирующемся объекте. Предложенный подход не учитывает каких-либо
предварительных знаний или параметрической модели, которые описывают
деформацию целевого объекта.

4. Обслуживание на деформируемых объектах
с помощью визуального элемента управления,

отображаемого через точку с запятой

В трeхмерной реконструкции деформирующихся объектов из монокуляр-
ных представлений доказано, что любая деформированная форма лежит на
минимальной энергии растяжения/сжатия [43–46]. Здесь не будем стремиться
выводить 3D форму из 2D вида, нужно только компенсировать деформацию
движением камеры. Поэтому определяем такое движение как то, при котором
энергия растяжения/сжатия минимальна. Используя уравнение (5), это сво-
дится к минимизации деформации, видимой через перспективную проекцию,
что можно формализовать следующим образом:

ĉ =argmin
c̃∈C

1

2

m∑

i=1

∥∥∥∥
∂Π

∂l
(c0, l0i)(li − l0i)

∥∥∥∥
2

2

,(13)

s.t.
∂Π

∂l
(c0, l0i)(li − l0i) +

∂Π

∂c
(c0, l0i)(c̃− c0) = (imi − im0i).

В работе некоторым пространственным деформациям придается большее
значение, чем другим. Эта цель оформляется через ассоциацию действитель-
ных положительных значений веса и треугольных примитивов. Таким обра-

97



Рис. 3. Иллюстрация весового эффекта.

зом, вышеуказанный критерий может быть переписан как

ĉ =argmin
c̃∈C

1

2

m∑

i=1

∥∥∥∥wi
∂Π

∂l
(c0, l0i)(li − l0i)

∥∥∥∥
2

2

,(14)

s.t. wi
∂Π

∂l
(c0, l0i)(li − l0i) = −wi

∂Π

∂c
(c0, l0i)(c̃− c0) +wi(imi − im0i).

Этот критерий позволяет оценить жесткое движение камеры ĉ, что сводит
к минимуму просмотр между эталонной и текущей деформированной фигу-
рой. Эти веса позволяют придавать большее значение некоторым регионам,
чем другим, как показано на рис. 3. Следующее выражение используется для
вычисления коррекции положения камеры.

На этом рисунке рассматривается контрольная камера светлого цвета, ко-
торая видит два опорных треугольника светлого цвета. После деформации
вершины движутся в противоположных направлениях на ∆l вдоль верти-
кальной оси. Этот сдвиг вызывает нежeсткую деформацию двух треугольни-
ков. Здесь рассмотрены два сценария. В левой части рисунка рассмотрены
равные веса для обоих треугольников. В этом случае поправка с уравнени-
ем (14) не производит никакого движения, так как движение вершин ком-
пенсирует друг друга и треугольник имеет одинаковый вес. Правая часть ри-
сунка рассматривает верхний треугольник с весом, в два раза превышающим
значение нижнего. В этом случае уравнение (14) возвращает вертикальный
сдвиг с половиной ∆l. Если w2 = 0, исправление будет представлять собой
вертикальный сдвиг вверх в пределах ∆l.

Предл ожени е 1. Рассмотрим камеру в некоторой эталонной конфи-
гурации c0C. Камера видит деформированную форму, которая, как предпола-
гается, имеет минимальную энергию растяжения/сжатия. Компенсацию
движения жесткой камеры ĉ, которая удовлетворяет критерию уравне-
ния (14), можно вычислить следующим образом:

ĉ = c0 +W+(IM − IM0), если W – полный ранг столбца.(15)

ĉ = c0 +W⊤(W W⊤)−1(IM − IM0),(16)

в противном случае и если W имеет полный ранг строки.

W+ является псевдообратной матрицей W .
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Дока з а т е л ь с т в о. Принимая во внимание формулу (14) и используя
уравнение линеаризации (5), запишем оптимальный критерий как

ĉ = argmin
c̃∈C

1

2

m∑

i=1

∥∥∥∥wi
∂Π

∂c
(c0, l0i)(c − c0)− wi(imi − im0i)

∥∥∥∥
2

2

.(17)

Это в точности взвешенная сумма квадратов евклидовых норм разности каж-
дого изображения, которое будет отображаться из c∈C, и изображения, ко-
торое будет отображаться во время выполнения. Эта минимизация может
быть переписана в объединeнной формуле как

ĉ = argmin
c̃∈C

1

2
‖W (c̃− c0)− (IM − IM0)‖22.(18)

Если W является полным рангом столбца, то решение для c этой взвешенной
задачи наименьших квадратов будет

ĉ = c0 + (W⊤W )−1W⊤(IM − IM0).(19)

Считаем, что в каждый момент времени есть достаточно видимых тре-
угольников, чтобы вычислить коррекцию для шести степеней свободы каме-
ры. Для этого требуем, чтобы были видны по крайней мере два треугольника,
чтобы избежать двусмысленных ситуаций [45]. Если задана сетка из N точек,
а камера отслеживает полные области этой сетки, справедливо считать, что
это условие проверяется в большинстве случаев. В некоторых случаях, когда
это может быть не проверено (например, камера слишком близко к объекту),
устанавливаем безопасный тест для числа видимых треугольников, который
позволяет вычислить решение минимальной нормы. Если W является рангом
полной строки, то коррекция камеры вычисляется как минимальная норма
движения камеры, удовлетворяющая следующему критерию [47]:

ĉ = argmin
c̃∈C

1

2
‖c̃− c0‖2 s.t. W (c̃− c0) = (IM − IM0).(20)

Учитывая, что W является рангом полной строки, решение этой задачи с
наименьшими квадратами будет

ĉ = c0 +W⊤(W W⊤)−1(IM − IM0).(21)

В некоторых изолированных вырожденных случаях, когда W не является ни
полным рангом столбца, ни полным рангом строки, камера не корректируется
из эталонной конфигурации, и будет ĉ = c0.

События, освещенные в этом разделе, можно резюмировать следующим
образом. Жесткая компенсация движения нежесткого объекта камерой со-
стоит из решения системы уравнений, которые соотносятся конфигурацией
камеры с изображениями треугольников объекта. Если система чрезмерно
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ограничена, компенсация состоит из поиска конфигурации, минимизирующей
взвешенную сумму остатков. Если нет деформации и треугольники все жeст-
кие, выбор веса не повлияет на результат (игнорируя шум при обнаружении
вершин). Если треугольники объекта деформируются, выбор веса повлияет
на исправленную конфигурацию ĉ, как показано на рис. 3. По этой причине
предлагаем использовать эти веса в качестве инструмента для планирования
движений на основе треугольной сетки для деформируемых объектов.

4.1. Движение на основе треугольной сетки для визуального
обслуживания деформируемых объектов

Опр е д е л е н и е 1. Давайте рассмотрим камеру, идущую по эталонной
траектории и просматривающую деформируемый объект, зацепленный с m
треугольников T1, . . . , Tm. A треугольная сетка движения состоит из двух
основных компонентов:

(i)

γ : [0, 1]→ C : s 7→ γ(s),(22)

где [0, 1] – нормализованный интервал временного параметра траекто-
рии s.

(ii) m – непрерывные положительные вещественные функции w1, . . . , wm:

wi : [0, 1]→ R+ : s 7→ wj(s),(23)

wi(s) = 0 для любого s такой, что Ti не видно камерой C, когда каме-
ра находится в конфигурации γ(s). Непрерывность wi требуется, чтобы
избежать нежелательных прыжков во время коррекции траектории ка-
меры [39].

Указанное выше движение на основе треугольной сетки для компенса-
ции жесткого движения позы камеры заключается в корректировке текущей
конфигурации камеры в задаче управления замкнутым контуром путем вы-
числения поправки из предложения 1 об эталонной конфигурации γ(s) и с
величинами веса wi(s) для абсциссы s по траектории. Корректирующая фор-
мула может быть написана для данной абсциссы s следующим образом:

1) Если W (s) является полным рангом столбца, то

ĉ(s) = γ(s) + (W (s)⊤W (s))−1W (s)⊤(IM(s)− IM0(s)).(24)

2) Если W (s) не является полным рангом столбца, но является рангом
полной строки, то

ĉ(s) = γ(s) +W (s)⊤(W (s)W (s)⊤)−1(IM(s)− IM0(s)).(25)

3) Иначе

ĉ(s) = γ(s).(26)
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Здесь W (s), IM(s) и IM0(s) являются расширениями обозначений в урав-
нениях (11) и (12), когда конфигурация камеры-образца следует по эталон-
ной траектории c0(s) = γ(s), s ∈ [0, 1]. Случай (3) уравнения (26 )является
граничным и почти никогда не встречается. Он используется в качестве без-
опасного случая, если когда-либо W не является ни полным рангом столбца,
ни полным рангом строки. Вышеприведенные формулы скорректированной
траектории ĉ(s) из уравнений (24)–(26) можно интерпретировать как удовле-
творяющиe оптимальному визуальному выравниванию и представляют ми-
нимум интеграла по всей траектории разности между эталонным и текущим
деформированным видом:

J =

1∫

0

1

2
‖W (c(s)− γ(s))− (IM(s)− IM0(s))‖22 ds.(27)

Для того, чтобы иметь гладкие поправки необходимо иметь непрерывные
веса [39]. Это происходит, например, если веса пропорциональны 2D площа-
ди рассматриваемого треугольника на плоскости изображения (в Приложе-
нии даны подробные сведения об их использовании и вычислениях). Если
объект является органом и задача заключается в компенсации деформаций,
наблюдаемых с помощью лапароскопа, то в идеале вес может быть установ-
лен вручную техником перед операцией. Действительно, хирург с помощью
техника может указать основную область-мишень органа, которая должна
поддерживаться на постоянном уровне при наблюдении лапароскопом. За-
тем технический специалист может установить более высокие веса для этой
области по сравнению с другими. Такой полуавтоматический процесс может
быть выполнен при планировании операции.

5. Предлагаемый алгоритм и детали реализации

Алгоритм (1) визуального сервопривода, описанный в этом разделе, ис-
пользует сетку деформируемого объекта для достижения точного позицио-
нирования камеры относительно объекта, даже когда объект деформируется.
Основные шаги следующие:

1) Цикл траектории (строки 5–27) выполняет итерацию по опорной траек-
тории камеры, и для каждого положения камеры алгоритм вычисляет:

a) для каждого треугольника, используя опорный объект, вес, проек-
цию опорного изображения и матрицу взаимодействия.

б) всeобъемлющую взвешенную матрицу взаимодействия, а также
опорные и текущие взвешенные изображения объекта.

2) Цикл визуального сервопривода (строки 17–26) затем итеративно нахо-
дит оптимальное обновление положения камеры, которое минимизиру-
ет разницу между опорными и текущими взвешенными изображениями
объекта, соответственно обновляя положение камеры.
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Algorithm 1 Управление движением на основе треугольной сетки для визу-
ального сервопривода на деформируемом объекте.

Дано: Опорная траектория γ : [0, 1]→ C : s 7→ γ(s).
Дано: Деформируемый объект с сеткой, состоящей из m треугольников T1, . . . , Tm.
Дано: step size – параметр шага для дискретизации опорной траектории.
Дано: maxiter – для максимального числа итераций.
Дано: ǫim – порог ошибки для остановки на основе разницы изображений.
1: Инициализация:
2: Загрузить опорную траекторию γ для камеры;
3: Загрузить данные о сетке опорного объекта;
4: Загрузить данные о сетке того же объекта в его деформированном состоянии;
5: Цикл траектории:
6: Для s ∈ [0, 1] выполнить
7: Получить текущую конфигурацию камеры c(s)← γ(s);
8: Цикл по треугольным сеткам:
9: По каждому треугольнику i от 1 до m выполнить

10: Получить текущий вес wi, применяя формулы в уравнениях (B14) и (B15);
11: Получить текущую матрицу взаимодействия, применяя формулу из урав-

нения (7);
12: Получить проекцию опорного изображения im0

i треугольного примитива;
13: Вычислить текущую задачу функции треугольника, используя уравне-

ние (10);
14: Конец цикла
15: error ← ǫim + 1;
16: iter← 0;
17: Цикл визуального сервопривода:
18: Пока выполняется условие iter < max_iter or error > ǫim выполнить
19: Получить текущую проекцию изображения примитива imi из текущего по-

ложения камеры;
20: Собрать матрицу взаимодействия объекта с учетом веса W с использова-

нием уравнения (11);
21: Собрать опорное и текущее изображения объекта с учетом веса IM, IM0 с

использованием уравнения (12);
22: Решить оптимальную функцию сервопривода, используя уравнения (24)–

(26);
23: Использовать полученные ĉ(s) для обновления текущей конфигурации ка-

меры;
24: iter ← iter + 1;
25: error ← ‖W (ĉ(s)− c(s))− (IM − IM0)‖2;
26: Конец цикла
27: Конец цикла
28: Вывод:
29: Окончательная оптимальная траектория визуального сервопривода с учeтом те-

кущей деформации объекта.

Этот подход позволяет визуальному сервоприводу адаптироваться к де-
формациям объекта, используя представление сетки для корректировки тра-
ектории камеры в соответствии с деформацией.

102



Этот алгоритм был реализован с использованием Matlab2015a. Он был
запущен на ноутбуке с процессором Intel Core (TM) i5-4200U и 6 ГБ опера-
тивной памяти.

Модель объекта, используемая в работе, была треугольной сеткой с
10 000 вершинами и 20 000 гранями. Опорная траектория была дискрети-
зирована с шагом step_size, равным 10 Hz. Максимальное количество ите-
раций, max_iter, было установлено на 100, а порог ошибки для останов-
ки ǫim был установлен на 0,01 пикселей. Временная сложность составля-
ет O(N ×m4max_iter) порядка, а пространственная сложность составляет
O(m2) порядка. Общий алгоритм выполняется со средней скоростью 40 Hz,
что позволяет проводить визуальный сервопривод деформируемого объекта
в реальном времени.

Этот алгоритм был протестирован в различных сценариях, включая
несколько типов объектов, опорных траекторий, режимов деформации и
уровней шумов на изображении. В следующем разделе представлены резуль-
таты, полученные в этих разнообразных условиях.

6. Результаты по смоделированным данным

Этот раздел демонстрирует несколько примеров проверочных тестов с ис-
пользованием симулированных данных на двух деформируемых объектах:
плоском объекте, который деформируется в форму выпуклости, и модели че-
ловеческой печени, которая деформируется на левой и правой долях. Были
проведены эксперименты как с линейными, так и с нелинейными деформа-
циями. Метод протестирован на двух геометрических траекториях: линейной
и круговой. Для проверки устойчивости предлагаемого подхода был симули-
рован шум в определении вершин 2D-сетки, с помощью перспективной ка-
меры с фокусным расстоянием 1500. Симуляции выполнялись на процессо-
ре Core (TM) i5-4200U и 6 ГБ оперативной памяти с использованием Mat-
lab2015a. На показанных ниже рисунках расстояния указаны в метрах, ско-
рость перемещения камеры – в метрах в секунду, а скорость вращения – в
радианах в секунду. Ошибки в изображении указаны в пикселях.

6.1. Результаты для плоского объекта
и линейного геометрического пути

Рисунок 4 представляет целевой объект в трехмерном пространстве и его
проекцию на камеру. Объект состоит из 200 треугольников, как показано на
рис. 5. При деформации траектория камеры используется в качестве ссы-
лочной зависимости, чтобы гарантировать, что целевые элементы остаются
в пределах и динамически корректируются в соответствии с ожидаемым ви-
дом. На рис. 6 управляем движением камеры, которое зависит от веса вдоль
траектории. Pисунки 5 и 6 представляют соответственно тепловую карту де-
формации, перемещающуюся от высокой к низкой. В этом эксперименте вы-
делили постоянные веса. Веса являются самыми высокими с непрерывными

103



Рис. 4. Справа вверху: опорный объект представляет собой плоскую треугольную
3D-сетку. Слева вверху: эталонный объект и конфигурация камеры в трехмерном
пространстве. Внизу: вид плоской сетки в плоскости камеры.

постоянными весами, равными 4. Остальные регионы имеют постоянные ве-
са, равные 1. Не существует верхнего или нижнего предела для выбора веса.
Только относительные большие/меньшие значения имеют значение для мо-
дуляции большего/меньшего фокуса отслеживания на конкретной области.
Области, имеющие значение во время выполнения, имеют большие значения
веса для выполнения задачи отслеживания, чтобы лучше следовать за де-
формированными частями.

6.2. Результаты моделирования печени человека

Печень – самый большой орган в организме человека. Он относится к пи-
щеварительной системе и обеспечивает многие жизненно важные функции
организма. В данной работе используется сеткa печени для проверки эффек-
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Рис. 5. Слева: деформированный эталонный объект с ориентировочной и дефор-
мированной траекториями камеры. Контрольная камера следует линейной заплани-
рованной траектории. Светлые камеры – эталонная траектория. Темные камеры –
исправленная траектория. Здесь все веса равны единице. Справа: ссылка на про-
сматриваемый объект и деформированный просматриваемый объект. Исправленная
траектория должна максимально соответствовать эталонному виду объекта.

Рис. 6. Слева: деформированный объект 3D-плоскости с камерой, которая следует
линейной запланированной траектории. Светлые камеры – эталонная траектория.
Темные камеры – исправленная траектория. Здесь все веса равны единице, за исклю-
чением весов, связанных с треугольниками на верхнем холме. Они равны 4. Справа:
ссылка на просматриваемый объект и деформированный просматриваемый объект.
Исправленная траектория должна максимально соответствовать эталонному виду
объекта.

тивности используемого метода. Для деформации печени используем гипе-
рэластичную физическую модель Муни–Ривилина и подход, предложенный
в [48] для ускорения расчета нелинейных упругих деформаций. Сетка печени
содержит 130 382 треугольника и 12 226 вершин (см. рис. 7). Эксперименты
проводились по двум типам деформаций: линейной и нелинейной. Для той же
сетки печени перемещали выбранную деформированную часть размером 825
на 6 мм по оси z, что считается линейной деформацией. При второй дефор-
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Рис. 7. Темным цветом представлен орган в состоянии покоя.
Светлым цветом представлен орган после нелинейной дефор-
мации.

мации перемещали те же 825 вершин на 22 мм, что считается нелинейной
деформацией.

6.2.1. Результаты с линейной деформацией печени
Для линейной деформации использовали команду для управления движе-

нием камеры, которая следовала по ориентировочной горизонтальной пря-
мой линии, как показано на рис. 8. Провели два теста: тест (1), где все веса
являются константами и равны 1 для всех треугольников и тест (2), при
котором веса изменяются в зависимости от величины видимой деформации.
Эта величина вычисляется как отношение площади текущего деформирован-
ного треугольника к площади опорного видимого треугольника (см. Прило-
жение). Области вычисляются на видимых треугольниках 2D изображения
(опорная и текущая деформированные). Такая стратегия позволяет прида-
вать большее значение деформированным регионам по сравнению с другими
областями, менее деформированными или недеформированными. Получен-
ный результат показывает, что камера следила за деформацией печени, не
теряя введенной траектории (тест (2)). В тесте (1) траектория камеры изме-
нилась немного и равномерно, так как веса всех треугольников были равны.
В тесте (2) камера значительно обновила свою траекторию вокруг дефор-
мированной области, сохраняя при этом траекторию, близкую к исходной,
далеко от области деформации. Рисунок 9 показывает производительность
анализа управления камерой во время динамического отслеживания. Он по-
казывает перемещение и вращение камеры во время отслеживания деформа-
ции печени. Скорости вращения ωy и ωz одинаковы для обоих тестов. Суммы
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Рис. 8. Печень после линейной упругой деформации и камера следует по ориенти-
ровочной прямой траектории. Показаны результаты теста (1). Слева показана эта-
лонная траектория. Справа показана боковая проекция траектории после коррек-
тировки. Светлые камеры – эталонная траектория. Темные камеры – исправленная
траектория. Внизу показано изменение точек пикселей во время коррекции позы
камеры. Темные камеры – эталонная траектория.

перевода по осям y и z также почти одинаковы. Заметная разница заключа-
ется в переносе и вращении вдоль оси x, которая соответствует главной оси
деформации.

6.2.2. Результаты с нелинейной деформацией печени
В этом эксперименте запустим ту же конфигурацию тестовых (1) и те-

стовых (2) установок, что и раньше. Рассмотрим нелинейную деформацию с
максимальным смещением левой доли печени 6 мм, как показано на риc. 7.
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Рис. 9. Анализ производительности скорости камеры при слежении за деформиро-
ванным объектом с линейной деформацией. Верхняя фигура показывает скорость
камеры в переводе. Нижняя фигура показывает скорость камеры при вращении.
Круговые точки представляют скорость камеры в соответствии со стратегией тести-
рования (1). Звездочки обозначают скорость камеры в соответствии со стратегией
тестирования (2). ωy и ωz схожи для обоих тестов.

Траектория движения камеры представляет собой прямую горизонтальную
линию, обозначенную светлым цветом, а скорректированный вид представлен
темным цветом. На рис. 10 слева темным цветом показана скорректированная
траектория камеры, которая была получена при установке всех весов на 1.
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Рис. 10. Печень после нелинейной упругой деформации и камеры следует по ори-
ентировочной прямой траектории. Показаны результаты теста (2). Слева показан
вид сбоку. Справа показывает другой вид сбоку. Светлые – эталонная траектория.
Темные – исправленная траектория.

На рис. 10 справа темным цветом показана скорректированная траектория
движения камеры, полученная с весами, равными 5 для наиболее деформиро-
ванных областей и равными 1 для наименее деформированных или недефор-
мированных областей. Кривизна скорректированной траектории более важна
в случае теста (2) (правый рисунок). Нелинейная деформация треугольников
на изображении сохраняется как можно ближе к их областям на эталонном
изображении. Весовые функции позволяют брать из печени наиболее реле-
вантные деформированные треугольники и соответствующим образом кор-
ректировать объем коррекции. На рис. 10 справа видим, что путь камеры
затронут сильнее всего. Это согласуется с нелинейными деформированными
треугольниками.

Заметим, что скорость сходимости достаточно высока для подхода (после
10 итераций). Результат расчета коррекции конфигурации камеры показан
на рис. 11.

6.2.3. Результаты с нелинейной деформацией и криволинейной опорной
траекторией

Для нелинейной траектории выполнили тест на криволинейной плос-
кости опорной траектории со следующими параметрами: θ = (0 : 0.01 : π

2 ),
cx = R ∗ cos(θ), cy = R ∗ cos(θ), cz = 1. Угол камеры остается постоянным во
время этой траектории, указывая вниз на отрицательную ось z. Эту кон-
фигурацию эталонной камеры использовали в уравнении (22). Также была
протестирована стратегия управления с помощью двух тестов, приведенных
в разделе 6.2 (тест (1) и тест (2)). Для теста (1) заметим, что камера следо-
вала по траектории, как показано на рис. 12 справа. Для теста (2) сделали
тест с той же стратегией управления и криволинейной траекторией, но изме-
нили вес треугольников, где придали важность для треугольников, которые
деформируют постоянное значение веса между 1 и 5, как показано на рис. 6.
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Рис. 11.
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Рис. 12. Печень после нелинейной упругой деформации и камеры следует по опор-
ной криволинейной траектории. Показаны результаты теста (1). Слева показан вид
сверху. Справа – вид сбоку. Светлые камеры – эталонная траектория. Темные каме-
ры – исправленная траектория.

Рис. 13. Печень после нелинейной упругой деформации и камеры следует по опор-
ной криволинейной траектории. Показаны результаты теста (2). Светлые камеры –
эталонная траектория. Темные камеры – исправленная траектория.

Полученный результат показывает, что тест (2) лучше теста (1). В тесте (1)
камера следовала по траектории, но деформация не была хорошо зафиксиро-
вана. Тест 2 успешно прошел по траектории с точным захватом деформации.
Кроме того, результат перевода скорости и вращения камеры слежения был
лучше в тесте (2), чем в тесте (1), как это показано на рис. 17 (см. ниже). От-
метим, что даже в вариации пикселей есть разница, а именно: тест (1) имеет
вариацию от 0,06 до 0,1 и тест (2) имеет вариацию от 0 до 0,5.

←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Рис. 11. Анализ производительности скорости камеры при слежении за деформиро-
ванным объектом с нелинейной деформацией. Верхняя фигура показывает скорость
камеры в переводе. Центральная фигура показывает скорость камеры при враще-
нии. Точки представляют скорость камеры в соответствии со стратегией тестиро-
вания (1). Звездочки представляют скорость камеры в соответствии со стратегией
тестирования (2).
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Рис. 15. Печень после нелинейной упругой деформации и камера следует по опорной
криволинейной траектории. Показаны результаты теста (1) с шумовыми данными.
Слева показан вид сверху. Справа – вид сбоку. Светлые камеры – эталонная траек-
тория. Темные камеры – исправленная траектория.

Рис. 16. Печень после нелинейной упругой деформации и камера следует по опорной
криволинейной траектории. Показаны результаты теста (2) с шумовыми данными.
Светлые камеры – эталонная траектория. Темные камеры – исправленная траекто-
рия.

6.3. Устойчивость к шуму при обнаружении 2D вершин

Предлагаемый здесь метод направлен на то, чтобы сделать управление
движением камеры более надежным. Поэтому в статье попытались имитиро-
вать возмущения измерений реального изображения с помощью гауссового
случайного шума, добавленного к уравнению (4). Этот шум центрируется со
стандартным отклонением 1 пиксель. Он добавляется к координатам изобра-
←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Рис. 14. Анализ производительности скорости камеры при слежении за деформи-
рованным объектом с нелинейной деформацией и по криволинейной траектории.
Верхняя фигура показывает скорость камеры в переводе. Центральная фигура по-
казывает скорость камеры при вращении. Темные точки представляют скорость ка-
меры в соответствии со стратегией тестирования (1). Светлые точки представляют
скорость камеры в соответствии со стратегией тестирования (2).
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Рис. 17
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жения imi, 1 6 i 6 m. Проведен тест на нелинейную деформацию со сравне-
нием экспериментальных установок (как тест (1), так и тест (2)). В результа-
те для теста (1) исправленная траектория была не столь удовлетворительной
по сравнению с той же установкой в бесшумовом случае (см. рис. 15). Для
теста (2) результат был более совместим с результатом, полученным в бесшу-
мовом случае, как показано на рис. 16. Таким образом, выделение соответст-
вующих весов для соответствующих деформированных регионов не зависит
от возмущений при отслеживании и контроле траектории камеры. Рисунок 17
показывает разницу скорости между переносом камеры, поворотом и измене-
нием точки пикселя. Звездочками показаны значения для теста (1), кругами
показаны значения для теста (2). Также замечено, что тест (1) переводится
и вращается медленнее по сравнению с тестом (2).

6.4. Обсуждения и комментарии

Важность весов четко показана на рис. 5 и 6. С одной стороны, на рис. 6
слева видно, как исходная траектория сильно сгибается, когда она прибли-
жается к наиболее деформированной области. Это поведение не наблюда-
ется, когда все веса равны друг другу. С другой стороны, мы видим, как
вид деформированной области ближе к эталонному виду на рис. 6 справа
по сравнению с рис. 5 справа. Важность структуры и ее надежность мож-
но увидеть в результатах, полученных на рис. 8–17. На этих рисунках под-
черкивается надежность предложенного подхода к типу деформации (линей-
ной/нелинейной), типу траекторий (геометрически линейной/нелинейной) и
шуму в 2D-обнаружении. Было показано, что в каждом сценарии этих экспе-
риментов предложенный метод позволяет вычислить жесткую коррекцию ка-
меры. Учитывая, что наиболее значимым треугольникам деформируемой об-
ласти присваиваются большие значения веса, опорная траектория адаптиру-
ется в основном к этим областям, независимо от вышеупомянутых категорий.

7. Заключение

В данной статье представлен непараметрический подход к визуальной ком-
пенсации нежесткой деформации объекта при жестком движении камеры.
Эта компенсация обрабатывается, пока камера движется по опорной тра-
ектории благодаря непрерывным весовым функциям. Эти веса позволяют
сосредоточиться на наиболее значимых деформирующих областях, одновре-
менно стабилизируя изображение в реальном времени в соответствии с эта-
лонным видом. Разработанная в статье стратегия компенсации встраивает-
←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Рис. 17. Анализ производительности скорости камеры при слежении за дефор-
мированным объектом с нелинейной деформацией и шумовыми данными. Верхняя
часть рисунка показывает скорость камеры в переводе. Центральная часть рисунка
показывает скорость камеры при вращении. Точки обозначают скорость камеры в
соответствии со стратегией теста (1). Звездочками обозначена скорость камеры в
соответствии со стратегией теста (2).
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ся в оптимальную систему визуального контроля. Экспериментально дока-
зано, что такой подход устойчив к линейным и нелинейным деформациям,
линейным и нелинейным геометрическим траекториям, а также к шуму в
2D-обнаружении. Подчеркиваем, что предлагаемый метод не требует инфор-
мации о типе объекта, деформации или траектории.

Эта работа позволяет создать прочную формальную основу для перспек-
тивного реального применения в контексте лапароскопии. Хирург может
спланировать вмешательство с помощью технического специалиста, прида-
вая значительный вес важным областям целевого органа и описывая эталон-
ную геометрическую траекторию для лапароскопа. Во время операции обес-
печение движения может быть выполненo роботом, держащим лапароскоп, с
использованием изложенного метода. На основе современных подходов к об-
наружению 2D-ориентиров в лапароскопии, алгоритм реализуется в реальном
времени для обнаружения и построения 2D-сетки с вершинами. Это позво-
лит полностью автоматизировать отслеживание обработанной траектории и
визуальное сервоприводное управление.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Вычисление матрицы взаимодействия

Если дана 3D-вершина с координатами (X,Y,Z)⊤ в кадре камеры, то ее
2D-проекция на плоскость камеры задается как

x = X/Z,(Π.1)

y = Y/Z,(Π.2)

где im = (x, y)⊤ – координата изображения трехмерной точки без учета фо-
кусного расстояния и главной точки (в данной работе рассматриваем калиб-
рованную камеру с известными внутренностями). Производная по времени
приведенной выше проекции относительно опорной 3D координаты вершины
(X0, Y0, Z0) будет

ẋ = Ẋ/Z − Żx/Z,(Π.3)

ẏ = ẏ/Z − Ży/Z.(Π.4)

Запишем скорость перемещения камеры как v = (vx, vy, vz)
⊤, тогда ω =

= (ωx, ωy, ωz)
⊤ таким образом, чтобы полный вектор скорости камеры за-

писывался как ċ = (v⊤, ω⊤)⊤. Формула, связывающая скорость 3D-точки со
скоростями камеры, может быть записана по следующей формуле из класси-
ческой работы [49]:

Ẋ = −vx − ωyZ + ωzY,(Π.5)

Ẏ = −vy − ωzX + ωxZ,(Π.6)

Ż = −vz − ωxY + ωyX.(Π.7)
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Заменим выражения трехмерной скорости уравнений (Π.5)–(Π.7 )выраже-
ниями двумерной скорости (Π.3)–(Π.4)

ẋ = −vx/Z + xvz/Z + xyωx − (1 + x2)ωy + yωz,(Π.8)

ẏ = −vy/Z + yvz/Z + (1 + y2)ωx − xyωy − xωz.(Π.9)

Переупорядочив термины и используя обозначение матрицы взаимодействия
из уравнения (6), можно переписать указанную выше систему как

(ẋ, ẏ)⊤ = L(x, y, Z)ċ.(Π.10)

Если рассмотрим достаточно высокий период выборки T (по крайней мере
30 кадров в секунду), то вышеприведенную формулу можно дискретизиро-
вать следующим образом:

(x− x0, y − y0)⊤/T = L(x, y, Z)(c− c0)/T,(Π.11)

где c представлен позицией перевода центра камеры и вектором поворота
Родригеса

c = (tx, ty, tz, θx, θy, θz)
⊤.(Π.12)

Здесь (tx, ty, tz) – координаты трехмерной позиции, θ =
√
θ2x + θ2y + θ2z – угол

поворота и (θx/θ, θy/θ, θz/θ) единица измерения оси вращения [50]. c0 =
= (t0x, t

0
y, t

0
z, θ

0
x, θ

0
y, θ

0
z)

⊤ является конфигурацией эталонной камеры, близкой
к c. Упрощающее уравнение (Π.11) по периоду выборки с обеих сторон дает

(x− x0, y − y0)⊤ = L(x, y, Z)(c − c0).(Π.13)

Это отображение известно как матрица взаимодействия, которая связывает
близкие вариации скорости камеры с близкими вариациями 2D проецируе-
мых точек. Рассмотрим отображение Π, которое определено в уравнении (3),
предполагающем проекцию 3D треугольника как составного геометрического
примитива 3 вершин. В уравнении (5) представлено разложение Тейлора пер-
вого порядка по формуле (4) о конфигурации эталонной камеры c0, близкой
к заданной конфигурации камеры c. Термин ∂Π

∂c – это матрица взаимодей-
ствия, которая связывает вариацию конфигурации камеры с 2D-проекцией
3 вершин, составляющих треугольник. Таким образом, аналитическое выра-
жение ∂Π

∂c получается путем вертикального сцепления матрицы, приведенной

в уравнении (Π.10). Таким образом, матрица ∂Π
∂c состоит из 6 столбцов. В ней

6 строк, так как каждая вершина треугольника дает 2 уравнения, а в каждом
треугольнике 3 вершины.

Пример вычисления веса с видимыми областями треугольников

Не существует оптимального или точного способа вычисления весовых
функций [39]. Тем не менее существует множество подходов, которые мо-
гут быть использованы для построения функций непрерывного веса. Самое
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Рис. 18. Пример вычисления веса на основе площади двумерных треугольников.

простое – сделать их постоянными, как это было сделано в протокольном
тесте (1) в описанном эксперименте. Другой метод основан на зависимости
от степени деформации, что позволяет уделить деформированным участ-
кам большее внимание, чем остальным. В этом случае предположим, что
есть один недеформированный 3D треугольник, рассматриваемый камерой
по опорной траектории γ(s). Двухмерная проекция этого треугольника на
камеру-образец непрерывна вдоль γ(s), поскольку это статический объект,
который видит непрерывно движущаяся камера (см. рис. 18). На этом ри-
сунке рассматривается эталонная камера в светлом цвете с одним эталонным
треугольником в светлом цвете вдоль эталонной траектории γ(s), 0 6 s 6 1.
После деформации новый деформированный треугольник показан в 3D про-
странстве темным цветом. Исправленная камера по траектории отображается
темным цветом. Были взяты три образца траектории s1, s2 и s3, чтобы изоб-
разить три пары видов как эталонного треугольника от камеры наблюдения,
так и деформированного треугольника от скорректированной позы камеры.
Как видно из плоскостей 2D-изображений обеих камер, площадь рассматри-
ваемых треугольников непрерывно изменяется вдоль траектории. Здесь вес
вычисляется как w(s) = a0(s)abs(a0(s)− a(s))/(1+ a0(s)). Двухмерное распо-
ложение спроецированного треугольника может быть записано как

im0(s) =
(
x01(s), x

0
2(s), x

0
3(s), y

0
1(s), y

0
2(s), y

0
3(s)

)⊤
.(Π.14)

Площадь спроецированного треугольника вдоль γ(s) также непрерывна и мо-
жет быть вычислена как каждый s как

a0(s) =
1

2
det



x01(s) y01(s) 1

x02(s) y02(s) 1

x03(s) y03(s) 1


 ,(Π.15)
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где det() обозначает определитель квадратичных матриц. Если рассмотрим
a(s) как площадь проецируемого треугольника на камеру во время выполне-
ния, то формула вычисления весовой функции может быть вычислена как

w(s) = a0(s)
abs(a0(s)− a(s))

(1 + a0(s))
,(Π.16)

где abs() обозначает абсолютное значение вещественных чисел. Вышеука-
занный w(s) является непрерывным и состоит из непрерывных функций
(a(s) и a0(s)). Он положителен на каждые s для 0 6 s 6 1. Если треуголь-
ник не виден в ссылочном представлении, его область a0(s) равна NULL, что
делает его вес также нулевым. Чем больше треугольник деформирован, тем
больше abs(a0(s)− a(s)), что позволяет учитывать больше деформированных
областей.
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